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１                             解答解説のページへ 

a, b を実数とし, 少なくとも一方は 0 でないとする。このとき, 次の問いに答えよ。 

(1) 連立不等式 3 2 4 0x y+ + ≧ , 2 4 0x y- + ≧ , 0ax by+ ≧ の表す領域, または連

立不等式 3 2 4 0x y+ + ≧ , 2 4 0x y- + ≧ , 0ax by+ ≦ の表す領域が三角形であ

るために a, b が満たすべき条件を求めよ。さらに, その条件を満たす点 ( , )a b の

範囲を座標平面上に図示せよ。 

(2) (1)の三角形の面積を Sとするとき, Sを a, bを用いて表せ。 

(3) 4S≧ を示せ。 
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２                             解答解説のページへ 

次の問いに答えよ。 

(1) 整数 ,  の少なくとも一方が奇数のとき, 2 2  + + は奇数であることを示

せ。 

(2) n を奇数とする。このとき 2 2 2n  + + = を満たす整数 ,  は存在しない

ことを示せ。 

(3) c を実数とする。このとき 3 次方程式 3 2018 0x x c- + = の解のうち整数である

ものは 1 個以下であることを示せ。 
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３                             解答解説のページへ 

図 1 のように 2 つの正方形 ABCD と CDEF を並べた図形

を考える。2 点 P, Q が 6 個の頂点 A, B, C, D, E, F を以下の

規則(a), (b)に従って移動する。 

(a) 時刻 0 では図 2 のように点 P は頂点 A に, 点 Q は頂

点 C にいる。 

(b) 点 P, Q は時刻が 1 増えるごとに独立に, 今いる頂点

と辺で結ばれている頂点に等確率で移動する。 

時刻 nまで 2 点 P, Q が同時に同じ頂点にいることが一度も

ない確率を np と表す。また時刻 n までに 2 点 P, Q が同時に

同じ頂点にいることが一度もなく, かつ時刻 n に 2 点 P, Q が

ともに同じ正方形上にいる確率を na と表し, n n nb p a= - と定める。このとき, 次の

問いに答えよ。 

(1) 時刻 1 での点 P, Q の可能な配置を, 図 2 にならってすべて図示せよ。 

(2) 1a , 1b , 2a , 2b を求めよ。 

(3) 1na + , 1nb + を na , nb で表せ。 

(4) ( )3
4

n
np ≦ を示せ。 
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１                              問題のページへ 

(1) 連立不等式 3 2 4 0x y+ + ≧ , 2 4 0x y- + ≧ の表す領域

を D とする。ここで , 境界線 3 2 4 0x y+ + = ……①と

2 4 0x y- + = ……②の交点は, ( , ) ( 2, 1)x y = - であるこ

とより, 領域 Dは右図の網点部となる。 

さて, この領域 D と, 0ax by+ ≧ または 0ax by+ ≦ の

表す領域の共通部分が三角形である条件は, 境界線①と境

界線 0ax by+ = ……③, および境界線②と境界線③が, と

もに 2x >- に交点をもつことである。 

ここで①③を連立すると, 2 3 0a b- ¹ のもとで ( )4 4( , ) ,
2 3 2 3

b ax y
a b a b

-=
- -

と

なり, また②③を連立すると, 2 0a b+ ¹ のもとで ( )4 4( , ) ,
2 2

b ax y
a b a b
-=
+ +

から,  

4 2
2 3

b
a b

>-
-

………④, 4 2
2

b
a b
- >-
+

………⑤ 

④より, 24 (2 3 ) 2(2 3 )b a b a b- >- - となり, (2 3 )(2 ) 0a b a b- - > ………⑥ 

⑤より, 24 (2 ) 2(2 )b a b a b- + >- + となり, (2 )(2 ) 0a b a b+ - > ………⑦ 

よって, a, bが満たすべき条件は⑥かつ⑦であり, 2a b- の符号で場合分けして,  

(i)  2 0a b- > ( 2 )b a< のとき 

⑥より2 3 0a b- > , ⑦より2 0a b+ > となり,  
22
3

a b a- < <  

(ii) 2 0a b- < ( 2 )b a> のとき 

⑥より2 3 0a b- < , ⑦より2 0a b+ < となり,  
2 2
3
a b a< <-  

以上より, 点 ( , )a b の範囲を座標平面上に図示すると, 

右図の網点部となる。ただし, 境界は領域に含まない。 

(2) 境界線③と直線 1y= の交点は , (1)から 0a ¹ なので

( )( , ) , 1bx y
a

= - , また④⑤から 4 41
2 3 2

a a
a b a b
- < <
- +

なの

で, 右図の三角形の面積 Sは,  

( )( )4 41 2
2 2 2 3

b a aS
a a b a b

= - + +
+ -
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(3) (2)より, 
2(2 )4 1

4 (2 )(2 3 )
a bS

a b a b
-- = -

+ -

24
(2 )(2 3 )

b
a b a b

=
+ -

0≧  

よって, 4 0S- ≧ より, 4S≧ である。 

 

［解 説］ 

領域を題材とした問題です。内容は基本レベルですが, 丁寧に解いていくには時間

が必要です。なお, 式変形の過程など, 省略気味に記しています。 
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２                              問題のページへ 

(1) 整数 ,  の少なくとも一方が奇数のとき, 次の 3 つの場合に分けて調べる。 

(i)   ,  がともに奇数のとき 
2 ,  , 2 はすべて奇数より, 2 2  + + は奇数である。 

(ii)  が偶数,  が奇数のとき 
2 ,  は偶数, 2 は奇数より, 2 2  + + は奇数である。 

(iii)  が奇数,  が偶数のとき 
2 は奇数,  , 2 は偶数より, 2 2  + + は奇数である。 

(i)～(iii)より, いずれの場合も 2 2  + + は奇数である。 

(2) 条件より, 奇数 nに対して, 2 2 2n  + + = ………① 

まず, (1)より, 整数 ,  の少なくとも一方が奇数のとき, 2 2  + + は奇数

となるので, ①は成立しない。 

これより, ①を満たす整数 ,  は, ともに偶数である。 

しかし,  ,  がともに偶数のとき, 2 ,  , 2 はすべて 4 の倍数となり, 
2 2  + + は 4 の倍数である。よって, ①は成立しない。 

以上より, ①を満たす整数 ,  は存在しない。 

(3) 3 次方程式 3 2018 0x x c- + = （cは実数）の解を, , ,x   = とおくと,  

0  + + = ………②, 2018  + + =- ………③ 

②より ( )  =- + となり, ③に代入すると,  
2( ) 2018  - + =- , 2 2 2018  + + = ………④ 

ここで, 2018 2 1009= ´ なので, (2)から④を満たす整数 ,  は存在しない。 

すなわち, , ,   のうち整数となるのは 1 個以下である。 

 

［解 説］ 

細かく誘導のついた整数問題です。方針に迷うことはないでしょう。 
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３                              問題のページへ 

(1) 条件より, 時刻 0 での点 P, Q の配置が右図のとき, 点 P, 

Q は独立に, 今いる頂点と辺で結ばれている頂点に等確率で

移動するので, 時刻 1 での点 P, Q の可能な配置は, 次の 6 パ

ターンである。 

 

 

 

 

 

 

 

 

(2) まず, 時刻 1 までに 2 点 P, Q が同時に同じ頂点にいることがなく, かつ時刻 1

に 2 点 P, Q がともに同じ正方形上にいるのは, 時刻 1 での左下, 中上, 右下の図の

場合より, その確率 1a は 1
3 1
6 2

a = = である。 

また, 時刻 1 までに 2 点 P, Q が同時に同じ頂点にいることがなく, かつ時刻 1

に 2 点 P, Q が異なる正方形上にいるのは, 時刻 1 での右上の図の場合より, その

確率 1b は 1
1
6

b = である。 

ここで, 対称性を考慮すると, 一般的に 2 点 P, Q が同じ正方形の異なる頂点に

いるのは, その正方形の対角線上に位置する場合であり, これを状態 X とする。ま

た, 2 点 P, Q が異なる正方形の頂点にいるのは, 辺 CD について対称の位置にある

場合であり, これを状態 Yとする。 

すると, 時刻 0 から時刻 1 への状態から, 一般的に X→X の推移確率は 1
2

, X→Y

の推移確率は 1
6
となる。 

また, 時刻 1 での右上図の点 P, 

Q の配置から, 時刻 2 での点 P, Q

の可能な配置は, 右の 4 パターンで

ある。すると, 一般的に Y→X の推

移確率は 2 1
4 2
= , Y→Y の推移確率

は 1
4
となる。 
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まとめると, 状態の推移は右図となり, 1n= のときは,  

2 1 1
1 1
2 2

a a b= + 1 1 1 1
2 2 2 6

= ⋅ + ⋅ 1
3

=  

2 1 1
1 1
6 4

b a b= + 1 1 1 1
6 2 4 6

= ⋅ + ⋅ 1
8

=  

(3) (2)と同様にして,  

1
1 1
2 2n n na a b+ = + ………①, 1

1 1
6 4n n nb a b+ = + ………② 

(4) ( )3
4

n
np ≦ であることを, 数学的帰納法を用いて示す。 

(i)  1n= のとき 1 1 1
31 1 2

2 6 3 4
p a b= + = + = ≦ となり, 成り立っている。 

(ii) n k= のとき ( )3
4

k
kp ≦ と仮定すると, ①②から,  

1 1 1k k kp a b+ + += + ( ) ( )1 1 1 1
2 2 6 4k k k ka b a b= + + + 32

3 4k ka b= +  

  3 3 3 3( )
4 4 4 4k k k k ka b a b p+ = + =≦ ( ) 13

4
k+

≦  

よって, 1n k= + のときも成り立っている。 

(i)(ii)より, ( )3
4

n
np ≦ である。 

 

［解 説］ 

確率と漸化式の問題です。問題文の読解力が要求されるとともに, 答案の記述につ

いてもかなりのエネルギーが費やされます。 
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