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一 橋 大 学 
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ま え が き 

本書には，2000 年度以降に出題された一橋大学（前期日程）の文系数学の全問題

とその解答例を掲載しています。 
 過去問から入試傾向をつかみ，そして演習をスムーズに進めるために，新課程入試

に対応した内容分類を行いました。融合題の配置箇所は鍵となっている分野です。 

注 「複素数平面」は範囲外ですので除外しました。 

 

電子書籍の概略 

１ 本書のフォーマットは PDF です。閲覧には，｢Adobe Acrobat Reader｣などの

PDF Viewer が必要になります。 

２ 問題と対応する解答例のページの間には，リンクが張られています。リンク元は，

問題編の１, ２,…などの問題番号，解答編の 問 題 の文字です。 

３ 2018 年度以降に出題された問題は，その解答例の動画解説を YouTube で配信し

ています。リンク元は，解答編の 解答例＋映像解説 です。 
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■ 関数 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  ( )xf は x に関する 4 次多項式で 4 次の係数は 1 である。 ( )xf は 2( 1)x  で割

ると 1 余り, 2( 1)x  で割ると 2 余る。 ( )xf を求めよ。          [2024] 

 

２  a を定数とし, 0 θ π≦ ＜ とする。方程式 tan2 tan 0aθ θ  を満たすθ の個数

を求めよ。                              [2020] 
 

３  実数 a, b は 1a≧ , 1b≧ , 9a b  を満たす。 

(1) 3 3log loga b の最大値と最小値を求めよ。 
(2) 2 4log loga b の最大値と最小値を求めよ。             [2017] 
 

４  (0 ) 1P  , ( 1) ( ) 2P x P x x   を満たす整式 ( )P x を求めよ。    [2017] 

 

５  (1) 任意の角 θ に対して, 1sincos2 ++− yyx ≦≦ θθ が成立するような点

),( yx の全体からなる領域を xy 平面上に図示し, その面積を求めよ。 
(2) 任意の角 βα , に対して, 1sincos1 2 ≦≦ βα yx +− が成立するような点 ),( yx

の全体からなる領域を xy 平面上に図示し, その面積を求めよ。      [2009] 
 

６  k を正の整数とする。 0125 2 ＜+− knn を満たす整数 n が, ちょうど 1 個である

ような k をすべて求めよ。                       [2008] 
 
７  3 次方程式 023 =+++ cbxaxx は異なる 3 つの解 p, q, r をもつ。さらに, 

12 2 −p , 12 −q , 12 −r も同じ方程式の異なる 3 つの解である。a, b, c, p, q, r の組を

すべて求めよ。                            [2008] 
 
８  °° 3600 ＜≦θ を満たすθ と正の整数 m に対して, )(θmf を次のように定める。 

∑
=

×°+=
m

k
m k

0
)60sin()( θθf  

(1) )(5 θf を求めよ。 
(2) θ が °° 3600 ＜≦θ の範囲を動くとき, )(4 θf の最大値を求めよ。 
(3) m がすべての正の整数を動き, θ が °° 3600 ＜≦θ の範囲を動くとき, )(θmf の最

大値を求めよ。                           [2005] 
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９ a, b を整数とする。3 次方程式 0123 =−++ bxaxx は 3 実数解 γβα ,, をもち, 
30 ＜＜＜＜ γβα で, γβα ,, のうちどれかは整数である。a, b を求めよ。  [2001] 

 
 
■ 微分と積分 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  a, b を実数とする。曲線 2:C y x と曲線 2:C y x ax b    はある点を共有

しており, その点におけるそれぞれの接線は直交している。C とC で囲まれた部分の

面積の最小値を求めよ。                        [2024] 
 

２  a を正の実数とする。2 つの曲線 3 2
1 : 2C y x ax  および 2

2
3: 3C y ax a  の

両方に接する直線が存在するような a の範囲を求めよ。          [2023] 
 

３  0 2θ π≦ ＜ と す る 。 座 標 平 面 上 の 3 点 O(0, 0) , P( cos , sin )θ θ , 
Q(1, 3sin2 )θ が三角形をなすとき, △OPQ の面積の最大値を求めよ。    [2022] 

 

４  0k  とする。円 C を 2 2( 1) 1x y   とし, 放物線 S を 21y xk とする。 

(1) C と S が共有点をちょうど 3 個もつときの k の範囲を求めよ。 
(2) k が(1)の範囲を動くとき, C と S の共有点のうちで x 座標が正の点を P とする。

P における S の接線と S と y 軸とによって囲まれる領域の面積の最大値を求めよ。 
[2021]  

 

５  0x  に対し, 
2

2
1( )

x

x
F x t x dtx




  と定める。 ( )F x の最小値を求めよ。 

[2020]  
 

６  3( ) 3 2x x x  f とする。また , α は 1 より大きい実数とする。曲線

: ( )C y x f 上の点P( , ( ) )α αf における接線と x 軸の交点を Q とする。点 Q を通

る C の接線の中で傾きが最小のものを l とする。 
(1) l と C の接点の x 座標をα の式で表せ。 
(2) 2α  とする。l と C で囲まれた部分の面積を求めよ。         [2019] 
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７  a を実数とし, 3( )x x x f , 2( ) ( )x a x x g とする。2 つの曲線 ( )y x f , 
( )y x g は0 1x  の範囲に共有点をもつ。 

(1) a のとりうる値の範囲を求めよ。 
(2) ( )y x f と ( )y x g で囲まれた 2 つの部分の面積が等しくなるような a の値を

求めよ。                              [2018] 
 

８  a を実数とし, 3( ) 3x x ax f とする。区間 1 1x ≦ ≦ における ( )xf の最大

値を M とする。M の最小値とそのときの a の値を求めよ。         [2016] 
 

９  0 1t  とし, 放物線 2:C y x 上の点 2( , )t t における接線を l とする。C と l

と x 軸で囲まれる部分の面積を 1S とし, C と l と直線 1x  で囲まれる部分の面積を

2S とする。 1 2S S の最小値を求めよ。                 [2014] 
 

10  原点を O とする xy 平面上に , 放物線 2: 1C y x  がある。C 上に 2 点

2P( , 1 )p p , 2Q( , 1 )q q を p q となるようにとる。 

(1) 2 つの線分 OP, OQ と放物線 C で囲まれた部分の面積 S を, p と q の式で表せ。 
(2) 1q p  であるとき S の最小値を求めよ。 
(3) 1pq  であるとき S の最小値を求めよ。              [2013] 

 
11  a を 0 以上の定数とする。関数 3 23y x a x  のグラフと方程式 2x y  で

表される図形の共有点の個数を求めよ。                 [2012] 
 
12  xy 平面上に放物線 2: 3 3C y x  と 2 点 A(1, 0 ) , P(0, 3 )p がある。線分

AP と C は, A とは異なる点 Q を共有している。 
(1) 定数 p の存在する範囲を求めよ。 
(2) 1S を, C と線分 AQ で囲まれた領域とし, 2S を, C, 線分 QP, および y 軸とで囲

まれた領域とする。 1S と 2S の面積の和が最小となる p の値を求めよ。   [2011] 
 

13  a を実数とする。傾きが m である 2 つの直線が, 曲線 23 3axxy −= とそれぞれ

点 A, 点 B で接している。 
(1) 線分 AB の中点を C とすると, C は曲線 23 3axxy −= 上にあることを示せ。 
(2) 直線 AB の方程式が 1−−= xy であるとき, a, m の値を求めよ。     [2010] 
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14  a を定数とし, aaxxx +−= 23 3)(f とする。x≦2 の範囲で )( xf の最大値が

105 となるような a をすべて求めよ。                  [2007] 
 
15  k は整数であり, 3 次方程式 0133 =+− kxx は 3 つの異なる整数解をもつ。k と

これらの整数解をすべて求めよ。                    [2005] 
 

16  a は実数とし, xaaxxx 223 8)( −+=f , xaaxx 22 93)( −=g とおく。 
(1) 曲線 )( xy f= と )( xy g= の共有点 P において両方の曲線と接する直線が存在す

る。このとき P の座標を a で表せ。 
(2) 次の条件(i)および(ii)を満たす直線 l が 3 本存在するような点 ),( vu の範囲を図

示せよ。 
(i)  l は点 ),( vu を通る。 
(ii) l は曲線 )( xy f= と )( xy g= の共有点 P において両方の曲線と接する。 

[2004]  
 

17  1)( 23 −−−= xxxxf , 1)( 2 −−= xxxg とする。 
(1) 方程式 0)( =xf はただ 1 つの実数解α をもつことを示せ。また, 1＜α ＜2 であ

ることを示せ。 
(2) 方程式 0)( =xg の正の解を β とする。α と β の大小を比較せよ。 
(3) 2α と 3β の大小を比較せよ。                    [2003] 

 

18  c を正の定数とし, f ( )x x x= +3 23 , g ( )x x x c= + +3 23 とする。直線 l は点

P( , ( ) )p pf で曲線 y x= f ( )と接し, 点Q( , ( ) )q qg で曲線 y x= g ( )と接する。 

(1) c を p で表せ。 
(2) 直線 l と曲線 y x= f ( )の P 以外の交点を R とする。2 つの線分の長さの比

PQ QR: を求めよ。                         [2000] 
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■ 図形と式 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  次の問いに答えよ。 
(1) 実数 x, y について, 「 x y x y ≦ 」であることの必要十分条件は「 0x ≧ か

つ 0y≧ 」であることを示せ。 

(2) 次の不等式で定まる xy 平面上の領域を図示せよ。 
2 2 21 2 1y x y y y    ≦                   [2022] 

 

２  次の問いに答えよ。 
(1) a, b を実数とし, 2 次方程式 2 0x ax b   が実数解 ,α β をもつとする。ただし, 

重解の場合はα β とする。3 辺の長さが1, ,α β である三角形が存在する ( , )a b

の範囲を求め図示せよ。 

(2) 3 辺の長さが1, ,α β である三角形が存在するとき, 2
1

( )
αβ
α β




の値の範囲を求め

よ。                                [2021] 
 

３  原点を O とする座標平面上の点 Q は円 2 2 1x y  上の 0x ≧ かつ 0y≧ の部分

を動く。点 Q と点A(2, 2) に対して,  OP OA OQ OQ 
   

を満たす点 P の軌跡を求

め, 図示せよ。                            [2019] 
 

４  原点を O とする座標平面上に, 点 (2, 0 )を中心とする半径 2 の円 1C と, 点
(1, 0 )を中心とする半径 1 の円 2C がある。点 P を中心とする円 3C は 1C に内接し, か

つ 2C に外接する。ただし, P は x 軸上にないものとする。P を通り x 軸に垂直な直線

と x 軸の交点を Q とするとき, 三角形 OPQ の面積の最大値を求めよ。    [2019] 
 

５  1 1t ≦ ≦ とし, 曲線
2 1
2

xy  上の点 
2 1, 2

tt  における接線を l とする。半

円 2 2 1x y   ( 0 )y≦ と l で囲まれた部分の面積を S とする。S のとりうる値の範

囲を求めよ。                             [2018] 
 

６  正の実数 a, b, c は 1a b c   を満たす。連立不等式  1ax by ≦ , 
1cx by ≦ の表す xy 平面の領域を D とする。D の面積の最小値を求めよ。 [2017] 
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７ 座標平面上の原点を O とする。点 A( , 0 )a , 点 B(0, )b および点 C が , 

OC 1 , AB BC CA  を満たしながら動く。 
(1) 2 2s a b  , t ab とする。s と t の関係を表す等式を求めよ。 
(2) △ABC の面積のとりうる値の範囲を求めよ。             [2015] 
 

８  円 2 2: 1C x y  上の点 P における接線を l とする。点 (1, 0 )を通り l と平行な

直線を m とする。直線 m と円 C の (1, 0 )以外の共有点をPとする。ただし, m が直

線 1x  のときはPを (1, 0 )とする。円 C 上の点P( , )s t から点P ( , )s t   を得る上記

の操作を T と呼ぶ。 
(1) s , tをそれぞれ s と t の多項式として表せ。 

(2) 点 P に操作 T を n 回繰り返して得られる点をPn とおく。P が 3 1,2 2 のとき, 

1P , 2P , 3P を図示せよ。 
(3) 正の整数 n について, P Pn  となるような点 P の個数を求めよ。    [2014] 

 
９  定数 a, b, c, d に対して, 平面上の点 ( , )p q を点 ( , )ap bq cp dq  に移す操作

を考える。ただし, ( , , , ) (1, 0, 0, 1)a b c d  である。k を 0 でない定数とする。放

物線 2:C y x x k   上のすべての点は, この操作によって C 上に移る。 

(1) a, b, c, d を求めよ。 
(2) C 上の点 A における C の接線と, 点 A をこの操作によって移した点A における

C の接線は, 原点で直交する。このときの k の値および点 A の座標をすべて求めよ。 
[2012]  

 
10  p, q を実数とする。放物線 qpxxy +−= 22 が, 中心 )2,( qp で半径 1 の円と中

心 ),( pp で半径 1 の円の両方と共有点をもつ。この放物線の頂点が存在しうる領域

を xy 平面上に図示せよ。                       [2009] 
 

11  a を正の実数とする。点 ),( yx が, 不等式 xyx ≦≦2 の定める領域を動くとき, 

つねに 2)(2
1 2 ≦≦ yax +− となる。a の値の範囲を求めよ。        [2008] 
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12  放物線 bxaxy += 2 )0( ＞a を C とする。C 上に異なる 2 点 P, Q をとり, その x
座標をそれぞれ p, q )0( qp＜＜ とする。 

(1) 線分 OQ と C で囲まれた部分の面積が, △OPQ の面積の 2
3 倍であるとき, p と q

の関係を求めよ。ただし, O は原点を表す。 
(2) Q を固定して P を動かす。△OPQ の面積が最大となるときの p を q で表せ。ま

た, そのときの△OPQ の面積と, 線分 OQ と C で囲まれた部分の面積との比を求め

よ。                                [2007] 
 

13  a, b を正の定数とする。関数 axxy −= 3 のグラフと, 点 )2,0( 3b を通る直線は

ちょうど 2 点 P, Q を共有している。ただし, P の x 座標は負, Q の x 座標は正である。 
(1) 直線 PQ の方程式を a と b で表せ。 
(2) P および Q の座標を a と b で表せ。 
(3) °=∠ 90POQ となる b が存在するような a の値の範囲を求めよ。ただし, O は原

点である。                             [2006] 
 
14  原点を中心とする半径 1 の円を C とし, 0＜a＜1, b＞1 とする。 )0,(A a と

)1,0(N を通る直線が C と交わる点のうち N と異なるものを P とおく。また, 
)0,(B b と N を通る直線が C と交わる点のうち N と異なるものを Q とおく。 

(1) P の座標を a で表せ。 
(2) AQ // PB のとき, 2BNAN =⋅ となることを示せ。 
(3) AQ // PB, °=∠ 45ANB のとき, a の値を求めよ。           [2005] 
 

15  a を定数とし, x の 2 次関数 )( xf , )( xg を次のように定める。 

3)( 2 −= xxf , 3)(2)(
22 aaxx +−−=g  

(1) 2 つの放物線 )( xy f= と )( xy g= が 2 つの共有点をもつような a の範囲を求め

よ。 
(2) (1)で求めた範囲に属する a に対して, 2 つの放物線によって囲まれる図形を aC と

する。 aC の面積を a で表せ。 
(3) a が(1)で求めた範囲を動くとき, 少なくとも 1 つの aC に属する点全体からなる

図形の面積を求めよ。                        [2005] 
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16  a, b, c は 0 以上の実数とする。3 点 )0,(A a , ),0(B b , ),1(C c は , 

°=∠ 30ABC , °=∠ 60BAC を満たす。 
(1) c を求めよ。 
(2) AB の長さの最大値と最小値を求めよ。               [2002] 
 
17  放物線 2xy = 上に, 直線 1+= axy に関して対称な位置にある異なる 2 点 P, Q
が存在するような a の範囲を求めよ。                  [2001] 
 

 

■ 図形と計量 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  t を実数とし , 座標空間に点 A( 1, , 1)t t t  をとる。また , (0, 0, 0 ) , 
(1, 0, 0 ) , (0, 1, 0 ) , (1, 1, 0 ) , (0, 0, 1) , (1, 0, 1) , (0, 1, 1) , (1, 1, 1) を頂

点とする立方体を D とする。点 P が D の内部およびすべての面上を動くとき, 線分

AP の動く範囲を W とし, W の体積を ( )tf とする。 
(1) ( 1)f を求めよ。 
(2) ( )tf のグラフを描き, ( )tf の最小値を求めよ。            [2022] 

 

２  半径 1 の球が直円錐に内接している。この直円錐の底面の半径を r とし, 表面積

を S とする。 
(1) S を r を用いて表せ。 
(2) S の最小値を求めよ。                       [2014] 
 

３  平面上の 4 点 O, A, B, C が, OA 4 , OB 3 , OC 2 , OB OC 3 
 

を満たす

とき, △ABC の面積の最大値を求めよ。                 [2013] 
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４  点 O を中心とする半径 r の円周上に, 2 点 A, B を AOB 2
π ＜ となるようにとり, 

AOBθ  とおく。この円周上に点 C を, 線分 OC が線分 AB と交わるようにとり, 
線分 AB 上に点 D をとる。また, 点 P は線分 OA 上を, 点 Q は線分 OB 上を, それぞ

れ動くとする。 
(1) CP PQ QC  の最小値を r とθ で表せ。 
(2) ODa  とおく。DP PQ QD  の最小値を a とθ で表せ。 
(3) さらに, 点 D が線分 AB 上を動くときのDP PQ QD  の最小値を r とθ で表せ。 

[2011]  
 
５  座標平面上に 1 辺の長さが 2 の正三角形 ABC がある。ただし, △ABC の重心

は原点の位置にあり, 辺 BC は x 軸と平行である。また, 頂点 A は y 軸上にあって y
座標は正であり, 頂点 C の x 座標は正である。直線 xy = に関して 3 点 A, B, C と対

称な点を, それぞれA ′ , B′ , C′とする。 
(1) C′の座標を求めよ。 
(2) △ABC と CBA ′′′△ が重なる部分の面積を求めよ。           [2006] 
 

６  H を 1 辺の長さが 1 の正六角形とする。 
(1) H の中にある正方形のうち, 1 辺が H の 1 辺と平行なものの面積の最大値を求め

よ。 
(2) H の中にある長方形のうち, 1 辺が H の 1 辺と平行なものの面積の最大値を求め

よ。                                [2004] 
 

７ 頂点が z 軸上にあり, 底面が xy 平面上の原点を中心とする円である円錐がある。

この円錐の側面が, 原点を中心とする半径 1 の球に接している。 
(1) 円錐の表面積の最小値を求めよ。 
(2) 円錐の体積の最小値を求めよ。                   [2002] 
 
８  四面体 OAPQ において , 1OA = , OPOA ⊥ , OQOP ⊥ , OQOA ⊥ で , 

°=∠ 30PAQ である。 
(1) △APQ の面積 S を求めよ。 
(2) OP のとりうる範囲を求めよ。 

(3) 四面体 OAPQ の体積 V の最大値を求めよ。             [2001] 
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９  三角形 ABC において, AC AB AC= ⋅ =1, k である。辺 AB 上にAD AB=
1
3

を満たす点 D をとる。辺 AC 上に DP BC=
1
3

を満たす点 P が 2 つ存在するため

の k の条件を求めよ。ただし , AC DP BC, , はベクトルの長さを表し , 

AB AC⋅ はベクトルの内積を表す。                   [2000] 
 

10  三角すい ABCD において辺 CD は底面 ABC に垂直である。AB = 3で, 辺 AB
上の 2 点 E, F は , AE EF FB= = = 1 を満たし , ∠ = °DAC 30 , ∠ = °DEC 45 , 
∠ = °DBC 60 である。 
(1) 辺 CD の長さを求めよ。 
(2) θ = ∠DFCとおくとき, cosθ を求めよ。               [2000] 
 
 

■ ベクトル ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  実 数 a, b は 1 1a   , 1 1b   を 満 た す 。 座 標 空 間 内 に 4 点

A( , 1, 1)a   , B( 1, , 1)b  , C( , 1, 1)a , D(1, , 1)b をとる。 

(1) A, B, C, D がひし形の頂点となるとき, a と b の関係を表す等式を求めよ。 
(2) a, b が(1)の等式を満たすとき, A, B, C, D を頂点とする四角形の面積の最小値を

求めよ。                              [2024] 
 

２  原点を O とする座標空間内に 3 点A( 3, 2, 0 ) , B(1, 5, 0 ) , C(4, 5, 1)があ

る。P は PA 3PB 2PC 36 
  

　 　≦ を満たす点である。4 点 O, A, B, P が同一平面上に

ないとき, 四面体 OABP の体積の最大値を求めよ。            [2023] 
 

３ 半径 1 の円周上に 3 点 A, B, C がある。内積AB AC
 

の最大値と最小値を求め

よ。                                 [2020] 
 

４  p, q を正の実数とする。原点を O とする座標空間内の 3 点 P( , 0, 0 )p , 

Q(0, , 0 )q , R(0, 0, 1)は PRQ 6
π  を満たす。四面体 OPQR の体積の最大値を求

めよ。                                [2018] 
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５  xy 平面上の直線 1x y  を k, yz 平面上の直線 1y z  を l, xz 平面上の直線

1z x  を m とする。直線 k 上に点 1P (1, 0, 0 )をとる。l 上の点 2P を 1 2P P l とな

るように定め, m 上の点 3P を 2 3P P m となるように定め, k 上の点 4P を 3 4P P k と

なるように定める。以下, 同様の手順で l, m, k, l, m, k, …上の点 5P , 6P , 7P , 8P , 

9P , 10P , …を定める。 
(1) 点 2P , 3P の座標を求めよ。 
(2) 線分 1P Pn n の長さを n を用いて表せ。                [2017] 
 

６  平面上の 2 つのベクトルa


とb


は零ベクトルではなく, a


とb


のなす角度は60

である。このとき, 2
2
a br
a b





 

 
のとり得る値の範囲を求めよ。       [2016] 

 

７  xyz 空間において, 原点を中心とする xy 平面上の半径 1 の円周上を点 P が動き, 
点 (0, 0, 3 )を中心とする xz 平面上の半径 1 の円周上を点 Q が動く。 

(1) 線分 PQ の長さの最小値と, そのときの点 P, Q の座標を求めよ。 
(2) 線分 PQ の長さの最大値と, そのときの点 P, Q の座標を求めよ。    [2015] 
 

８  t を正の定数とする。原点を O とする空間内に, 2 点A(2 , 2 , 0 )t t , B(0, 0, )t

がある。また動点 P は, OP AP OP BP AP BP 3     
     

を満たすように動く。OP の

最大値が 3 となるような t の値を求めよ。                [2013] 
 

９  xyz 空間内の平面 2z  上に点 P があり, 平面 1z  上に点 Q がある。直線 PQ
と xy 平面の交点を R とする。 
(1) P(0, 0, 2)とする。点 Q が平面 1z  上で点 (0, 0, 1)を中心とする半径 1 の円

周上を動くとき, 点 R の軌跡の方程式を求めよ。 
(2) 平面 1z  上に, 4 点A(1, 1, 1) , B(1, 1, 1) , C( 1, 1, 1)  , D( 1, 1, 1) を

とる。点 P が平面 2z  で点 (0, 0, 2)を中心とする半径 1 の円周上を動き, 点 Q

が正方形 ABCD 上を動くとき, 点 R が動きうる領域を xy 平面上に図示し, その面

積を求めよ。                            [2012] 
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10  a, b, c を正の定数とする。空間内に 3 点A( , 0, 0 )a , B(0, , 0 )b , C(0, 0, )c

がある。 
(1) 辺 AB を底辺とするとき, △ABC の高さを a, b, c で表せ。 
(2) △ABC, △OAB, △OBC, △OCA の面積をそれぞれ S, 1S , 2S , 3S とする。た

だし, O は原点である。このとき, 不等式 1 2 33S S S S ≧ が成り立つことを示せ。 

(3) (2)の不等式において等号が成り立つための条件を求めよ。       [2011] 
 

11  原点を O とする xyz 空間内で, x 軸上の点 A, xy 平面上の点 B, z 軸上の点 C を

次を満たすように定める。 θ=∠=∠ OBCOAC , θ2AOB =∠ , 3OC =  
ただし, A の x 座標, B の y 座標, C の z 座標はいずれも正であるとする。さらに, 
ABC△ 内の点のうち, O からの距離が最小の点を H とする。また, θtan=t とおく。 

(1) 線分 OH の長さを t の式で表せ。 
(2) H の z 座標を t の式で表せ。                    [2010] 
 

12  正四面体 OABC の 1 辺の長さを 1 とする。辺 OA を 1:2 に内分する点を P, 辺
OB を 2:1 に内分する点を Q とし, 0＜t＜1 を満たす t に対して, 辺 OC を tt −1: に

内分する点を R とする。 
(1) PQ の長さを求めよ。 
(2) △PQR の面積が最小となるときの t の値を求めよ。          [2008] 
 
13  大きさがそれぞれ 5, 3, 1 の平面上のベクトルa , b , cに対して, cbaz ++=

とおく。 
(1) a , b , cを動かすとき, z の最大値と最小値を求めよ。 

(2) a を固定し, 20=⋅ za を満たすようにb , cを動かすとき, z の最大値と最小値

を求めよ。                             [2006] 
 
14  a, c を実数とする。空間内の 4 点 )0,0,0(O , ),0,2(A a , )5,1,2(B , 

),1,0(C c は同一平面上にある。 

(1) c を a で表せ。 
(2) 四角形 OABC の面積の最小値を求めよ。               [2003] 
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■ 整数と数列 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  
1

( 2 ) 2024
m

k
k n k


  を満たす正の整数の組 ( , )m n を求めよ。     [2024] 

 

２  n を 2 以上 20 以下の整数, k を 1 以上 1n 以下の整数とする。 
2 1 1 1C 2( C C )n k n k n k      

が成り立つような整数の組 ( , )n k を求めよ。               [2023] 

 

３  xy 平面上で, x 座標と y 座標がともに正の整数である

ような各点に, 右の図のような番号をつける。点 ( , )m n
につけた番号を ( , )m nf とする。たとえば, (1, 1) 1f , 

(3, 4 ) 19f である。 

 
(1) ( , ) ( 1, 1) 2 ( , 1)m n m n m n    f f f が成り立

つことを示せ。 
(2) ( , ) ( 1, ) ( , 1) ( 1, 1) 2023m n m n m n m n       f f f f となるような整

数の組 ( , )m n を求めよ。                      [2023] 

 

４  2 3 2 3 2022a b c d  を満たす 0 以上の整数 a, b, c, d の組を求めよ。   [2022] 
 

５  1000 以下の素数は 250 個以下であることを示せ。          [2021] 
 

６  実数 x に対し, x を超えない最大の整数を x で表す。数列 { }na を 
 2 k

ka   ( 1, 2, 3, )k    

で定義する。正の整数 n に対して, 
2

1

n
n k

k
b a


  を求めよ。         [2021] 

 

７  以下の問いに答えよ。 
(1) 1010 を 2020 で割った余りを求めよ。 
(2) 100 桁の正の整数で各位の数の和が 2 となるもののうち, 2020 で割り切れるもの

の個数を求めよ。                          [2020] 
 

O 1 2 3 4 5 6 x 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
y 

1 2 4 7 11 16 

3 5 8 12 17 

6 9 13 18 

10 14 19 

15 20 

21 

… 

… 

… 

… 

… 
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８  p を自然数とする。数列 { }na を 

1 1a  , 2
2a p , 2 1 13n n na a a     ( 1, 2, 3, )n    

により定める。数列 { }na に平方数でない項が存在することを示せ。     [2019] 

 

９  正の整数 n の各位の数の和を ( )S n で表す。たとえば 
(3) 3S  , (10) 1 0 1S    , (516) 5 1 6 12S      

である。 
(1) 10000n≧ のとき, 不等式 30 ( ) 2018n S n  を示せ。 
(2) 30 ( ) 2018n S n  を満たす n を求めよ。              [2018] 

 

10  連立方程式 2 7x yz  , 2 7y zx  , 2 7z xy  を満たす整数の組 ( , , )x y z
で x y z≦ ≦ となるものを求めよ。                   [2017] 

 

11  3 26 3 1 7 5x x    を満たす 0 以上の整数 x をすべて求めよ。      [2016] 
 

12  θ を実数とし, 数列 { }na を  

1 1a  , 2 cosa θ , 2 1
3
2n n na a a    ( 1, 2, 3, )n    

により定める。すべての n について cos( 1)na n θ  が成り立つとき, cosθ を求めよ。 

[2016]  
 

13  n を 2 以上の整数とする。n 以下の正の整数のうち, n との最大公約数が 1 とな

るものの個数を ( )E n で表す。たとえば , (2) 1E  , (3) 2E  , (4 ) 2E  , … , 
(10) 4E  , … である。 

(1) (1024 )E を求めよ。 
(2) (2015)E を求めよ。 

(3) m を正の整数とし, p と q を異なる素数とする。 m mn p q のとき
( ) 1

3
E n

n ≧ が成

り立つことを示せ。                         [2015] 
 

14  数列 { }ka を  cos 6k
ka k π  で定める。n を正の整数とする。 

(1) 
12

1

n
k

k
a


 を求めよ。 

(2) 
12

2

1

n

k
k

a

 を求めよ。                         [2015] 
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15  8a b  と 8b c  が素数となるような素数の組 ( , , )a b c をすべて求めよ。 

[2014]  
 
16  3 2 2 33 3 2013p p q pq q    を満たす正の整数 p, q の組をすべて求めよ。 

[2013]  
 

17  1 つの角が120の三角形がある。この三角形の 3 辺の長さ x, y, z は x＜y＜z を

満たす整数である。 
(1) 2x y z   を満たす x, y, z の組をすべて求めよ。 
(2) 3x y z   を満たす x, y, z の組をすべて求めよ。 
(3) a, b を 0 以上の整数とする。 2 3a bx y z   を満たす x, y, z の組の個数を a と b

の式で表せ。                            [2012] 
 

18  (1) 自然数 x, y は, 1＜x＜y および   51 11 1 3x y   を満たす。x, y の組をす

べて求めよ。 
(2) 自然数 x, y, z は, 1＜x＜y＜z および   1 1 1 121 1 1 5x y z    を満たす。x, y, 

z の組をすべて求めよ。                       [2011] 
 
19  実数 p, q, r に対して, 3 次多項式 )( xf を rqxpxxx +++= 23)(f と定める。実

数 a, c, および 0 でない実数 b に対して, bia + と c はいずれも方程式 0)( =xf の解

であるとする。ただし, i は虚数単位を表す。 
(1) )( xy f= のグラフにおいて, 点 ))(,( aa f における接線の傾きを )( as とし, 点

))(,( cc f における接線の傾きを )( cs とする。 ca ≠ のとき, )( as と )( cs の大小

を比較せよ。 
(2) さらに, a, c は整数であり, b は 0 でない整数であるとする。次を証明せよ。 

(i)  p, q, r はすべて整数である。 
(ii) p が 2 の倍数であり, q が 4 の倍数であるならば, a, b, c はすべて 2 の倍数であ 
る。                               [2010] 

 
20  0 以上の整数 1a , 2a が与えられたとき, 数列{ }na を, nnn aaa 612 += ++ により

定める。 
(1) 11 =a , 22 =a のとき, 2010a を 10 で割った余りを求めよ。 
(2) 12 3aa = のとき, nn aa −+4 は 10 の倍数であることを示せ。       [2010] 
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21  2 以上の整数 m, n は 3333 101 +=+ nm を満たす。m, n を求めよ。   [2009] 
 

22  m を整数とし, 608)( 23 +++= mxxxxf とする。 
(1) 整数 a と, 0 ではない整数 b で, 0)( =+ biaf を満たすものが存在するような m

をすべて求めよ。ただし, i は虚数単位である。 
(2) (1)で求めたすべての m に対して, 方程式 0)( =xf を解け。      [2007] 

 
23  数列 { }na , { }nb , { }nc を , 21 =a , nn aa 41 =+ , 31 =b , nnn abb 21 +=+ , 

41 =c , nn
n

n bacc ++=+ 41 と順に定める。放物線 nnn cxbxay ++= 22 を nH とする。 

(1) nH は x 軸と 2 点で交わることを示せ。 

(2) nH と x 軸の交点を nP , nQ とする。∑
=

n

k
kk

1
QP を求めよ。        [2007] 

 
24  次の条件(a), (b)をともに満たす直角三角形を考える。ただし, 斜辺の長さを p, 
その他の 2 辺の長さを q, r とする。 

(a) p, q, r は自然数で, そのうちの少なくとも 2 つは素数である。 
(b) 132=++ rqp  

(1) q, r のどちらかは偶数であることを示せ。 
(2) p, q, r の組をすべて求めよ。                    [2006] 
 
25  a, b, c は整数で , a＜b＜c を満たす。放物線 2xy = 上に 3 点 ),(A 2aa , 

),(B 2bb , ),(C 2cc をとる。 

(1) °=∠ 60BAC とはならないことを示せ。ただし, 3 が無理数であることを証明

なしに用いてよい。 
(2) 3−=a のとき, °=∠ 45BAC となる組 ),( cb をすべて求めよ。     [2004] 

 
26  (1) 正の整数 n で 13 +n が 3 で割り切れるものをすべて求めよ。 
(2) 正の整数 n で 1+nn が 3 で割り切れるものをすべて求めよ。      [2003] 
 
27  k, x, y は正の整数とする。三角形の 3 辺の長さが

xyy
k

x
k 1,, で, 周の長さが

16
25 である。k, x, y を求めよ。                     [2002] 
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28  a, b, c, d を正の整数とする。複素数w a bi= + , z c di= + がw z i2 1 18= + を満

たす。a, b, c, d を求めよ。                       [2000] 
 

 
■ 確率 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  n を 3 以上の奇数とする。円に内接する正 n 角形の頂点から無作為に相異なる

3 点を選んだとき, その 3 点を頂点とする三角形の内部に円の中心が含まれる確率 np

を求めよ。                              [2024] 
 

２  A, B, C の 3 人が, A, B, C, A, B, C, A, …という順番にさいころを投げ, 最初に

1 を出した人を勝ちとする。だれかが 1 を出すか, 全員が n 回ずつ投げたら, ゲーム

を終了する。A, B, C が勝つ確率 AP , BP , CP をそれぞれ求めよ。      [2023] 
 

３ 中身の見えない 2 つの箱があり, 1 つの箱には赤玉 2 つと白玉 1 つが入っており, 
もう 1 つの箱には赤玉 1 つと白玉 2 つが入っている。どちらかの箱を選び, 選んだ箱

の中から玉を 1 つ取り出して元に戻す, という操作を繰り返す。 
(1) 1 回目は箱を無作為に選び, 2 回目以降は, 前回取り出した玉が赤玉なら前回と同

じ箱, 前回取り出した玉が白玉なら前回とは異なる箱を選ぶ。n 回目に赤玉を取り

出す確率 np を求めよ。 
(2) 1 回目は箱を無作為に選び, 2 回目以降は, 前回取り出した玉が赤玉なら前回と同

じ箱, 前回取り出した玉が白玉なら箱を無作為に選ぶ。n 回目に赤玉を取り出す確

率 nq を求めよ。                          [2022] 
 

４  サイコロを 3 回投げて出た目を順に a, b, c とするとき,  
3

3
( )( ) 0

a

a
x b x c dx




    

となる確率を求めよ。                         [2021] 
 

５  n を正の整数とする。1 枚の硬貨を投げ, 表が出れば 1 点, 裏が出れば 2 点を得

る。この試行を繰り返し, 点の合計が n 以上になったらやめる。点の合計がちょうど

n になる確率を np で表す。 
(1) 1p , 2p , 3p , 4p を求めよ。 
(2) 1 0.01n np p   を満たす最小の n を求めよ。            [2020] 
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６  右上の図のような縦 3 列横 3 列の 9 個のマスがある。異なる 3
個のマスを選び, それぞれに 1 枚ずつコインを置く。マスの選び方

は, どれも同様に確からしいものとする。縦と横の各列について, 点
数を次のように定める。 

・その列に置かれているコインが 1 枚以下のとき, 0 点 
・その列に置かれているコインがちょうど 2 枚のとき, 1 点 
・その列に置かれているコインが 3 枚のとき, 3 点 
縦と横のすべての列の点数の合計を S とする。たとえば, 右下の

図のようにコインが置かれている場合, 縦の 1 列目と横の 2 列目の

点数が 1 点, 他の列の点数が 0 点であるから, 2S  となる。 
(1) 3S  となる確率を求めよ。 
(2) 1S  となる確率を求めよ。 
(3) 2S  となる確率を求めよ。                    [2019] 
 

７  3 個のさいころを投げる。 
(1) 出た目の積が 6 となる確率を求めよ。 
(2) 出た目の積が k となる確率が 1

36 であるような k をすべて求めよ。    [2018] 

 

８  硬貨が 2 枚ある。最初は 2 枚とも表の状態で置かれている。次の操作を n 回行

ったあと, 硬貨が 2 枚とも裏になっている確率を求めよ。 
［操作］2 枚とも表, または 2 枚とも裏のときには, 2 枚の硬貨両方を投げる。表と

裏が 1 枚ずつのときには, 表になっている硬貨だけを投げる。   [2016] 
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９  x は 0 以上の整数である。右の表

は 2 つの科目 X と Y の試験を受けた 5
人の得点をまとめたものである。 
(1) 2n 個の実数 1a , 2a , …, na , 1b , 

2b , …, nb について, 
1

1 n
k

k
a an 
  , 

1

1 n
k

k
b bn 
  とすると,  

1 1
( )( )

n n
k k k k

k k
a a b b a b nab

 
      

が成り立つことを示せ。 
(2) 科目 X の得点と科目 Y の得点の相関係数 XYr を x で表せ。 
(3) x の値を 2 増やして XYr を計算しても値は同じであった。このとき, XYr の値を四

捨五入して小数第 1 位まで求めよ。                  [2016] 
 

10  n を 4 以上の整数とする。正 n 角形の 2 つの頂点を無作為に選び, それらを通

る直線を l とする。さらに, 残りの 2n 個の頂点から 2 つの頂点を無作為に選び, そ
れらを通る直線を m とする。直線 l と m が平行になる確率を求めよ。    [2015] 
 

11  a, b, c は異なる 3 つの正の整数とする。次のデータは 2 つの科目 X と Y の試験

を受けた 10 人の得点をまとめたものである。 
 
 
 
 

科目 X の得点の平均値と科目 Y の得点の平均値とは等しいとする。 

(1) 科目 X の得点の分散を 2
Xs , 科目 Y の得点の分散を 2

Ys とする。
2

X
2

Y

s
s

を求めよ。 

(2) 科目 X の得点と科目 Y の得点の相関係数を, 四捨五入して小数第 1 位まで求め

よ。 
(3) 科目 X の得点の中央値が 65, 科目 Y の得点の標準偏差が 11 であるとき, a, b, c

の組を求めよ。                           [2015] 
 

 ① ② ③ ④ ⑤ 
科目 X の得点 x 6 4 7 4 
科目 Y の得点 9 7 5 10 9 

 ① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧ ⑨ ⑩ 
科目 X の得点 a c a b b a c c b c 
科目 Y の得点 a b b b a a b a b a 
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12  数直線上の点 P を次の規則で移動させる。1 枚の硬貨を投げて, 表が出れば P
を 1 だけ移動させ, 裏が出れば P を原点に関して対称な点に移動させる。P は初め

原点にあるとし, 硬貨を n 回投げた後の P の座標を na とする。 
(1) 3 0a  となる確率を求めよ。 
(2) 4 1a  となる確率を求めよ。 
(3) n≧3 のとき, 3na n  となる確率を n を用いて表せ。        [2014] 

 

13  サイコロを n 回投げ, k 回目に出た目を ka とする。また, ns を
1
10

n
n k

n k
k

s a


 

で定める。 
(1) ns が 4 で割り切れる確率を求めよ。 
(2) ns が 6 で割り切れる確率を求めよ。 
(3) ns が 7 で割り切れる確率を求めよ。                 [2013] 
 

14  最初に 1 の目が上面にあるようにサイコロが置かれている。その後, 4 つの側面

から 1 つの面を無作為に選び, その面が上面となるように置き直す操作を n 回繰り返

す。なお, サイコロの向かい合う面の目の数の和は 7 である。 
(1) 最後に 1 の目が上面にある確率を求めよ。 
(2) 最後に上面にある目の数の期待値を求めよ。             [2012] 
 

15  A と B の 2 人が, 1 個のサイコロを次の手順により投げ合う。 
1 回めは A が投げる。 
1, 2, 3 の目が出たら, 次の回には同じ人が投げる。 
4, 5 の目が出たら, 次の回には別の人が投げる。 
6 の目が出たら, 投げた人を勝ちとし, それ以降は投げない。 

(1) n 回目に A がサイコロを投げる確率 na を求めよ。 
(2) ちょうど n 回目のサイコロ投げで A が勝つ確率 np を求めよ。 
(3) n 回以内のサイコロ投げで A が勝つ確率 nq を求めよ。         [2011] 

 
16  n を 3 以上の自然数とする。サイコロを n 回投げ, 出た目の数をそれぞれ順に

1X , 2X , …, nX とする。 ni ,,3,2 = に対して 1−= ii XX となる事象を iA とする。 

(1) 2A , 3A , …, nA のうち少なくとも 1 つが起こる確率 np を求めよ。 
(2) 2A , 3A , …, nA のうち少なくとも 2 つが起こる確率 nq を求めよ。   [2010] 
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17  X, Y, Z と書かれたカードがそれぞれ 1 枚ずつある。この中から 1 枚のカードが

選ばれたとき, xy 平面上の点 P を次の規則にしたがって移動する。 
・X のカードが選ばれたとき, P を x 軸の正の方向に 1 だけ移動する。 
・Y のカードが選ばれたとき, P を y 軸の正の方向に 1 だけ移動する。 
・Z のカードが選ばれたとき, P は移動せずそのままの位置にとどまる。 

(1) n を正の整数とする。最初, 点 P を原点の位置におく。X のカードと Y のカード

の 2 枚から無作為に 1 枚を選び, P を, 上の規則にしたがって移動するという試行

を n 回繰り返す。 
(i)  n 回の試行の後に P が到達可能な点の個数を求めよ。 
(ii) P が到達する確率が最大の点をすべて求めよ。 

(2) n を正の 3 の倍数とする。最初, 点 P を原点の位置におく。X のカード, Y のカ

ード, Z のカードの 3 枚のカードから無作為に 1 枚を選び, P を, 上の規則にしたが

って移動するという試行を n 回繰り返す。 
(i)  n 回の試行の後に P が到達可能な点の個数を求めよ。 
(ii) P が到達する確率が最大の点をすべて求めよ。           [2009] 

 

18  n を 3 以上の整数とする。2n 枚のカードがあり, そのうち赤いカードの枚数は

6, 白いカードの枚数は 62 −n である。これら 2n 枚のカードを, 箱 A と箱 B に n 枚ず

つ無作為に入れる。2 つの箱の少なくとも一方に赤いカードがちょうど k 枚入ってい

る確率を kp とする。 
(1) 2p を n の式で表せ。さらに, 2p を最大にする n をすべて求めよ。 
(2) 3021 pppp ++ ＜ を満たす n をすべて求めよ。            [2008] 

 

19  1 が書かれたカードが 1 枚, 2 が書かれたカードが 1 枚, …, n が書かれたカード

が 1 枚の全部で n 枚のカードからなる組がある。この組から 1 枚を抜き出して元に戻

す操作を 3 回行う。抜き出したカードに書かれた数を a, b, c とするとき, 得点 X を次

の規則(i), (ii)に従って定める。 
(i)  a, b, c がすべて異なるとき, X は a, b, c のうちの最大でも最小でもない値とす

る。 
(ii) a, b, c のうちに重複しているものがあるとき, X はその重複した値とする。 
1≦k≦n を満たす k に対して, kX = となる確率を kp とする。 

(1) kp を n と k で表せ。 
(2) kp が最大となる k を n で表せ。                  [2007] 
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20  1, 2, 3, 4 が 1 つずつ記された 4 枚のカードがある。これらのカードから 1 枚を

抜き出し元に戻すという試行を n 回繰り返す。抜き出した n 個の数の和を nX とし, 
積を nY とする。 
(1) 3+nX n ≦ となる確率を n で表せ。 
(2) nY が 8 で割り切れる確率を n で表せ。               [2006] 

 
21  A と B の 2 人があるゲームを繰り返し行う。1 回ごとのゲームで A が B に勝つ

確率は p, B が A に勝つ確率は p−1 であるとする。n 回目のゲームで初めて A と B
の双方が 4 勝以上になる確率を nx とする。 
(1) nx を p と n で表せ。 
(2) 2

1=p のとき, nx を最大にする n を求めよ。             [2005] 

 
22  n 枚のカードがあり, 1 枚目のカードに 1, 2 枚目のカードに 2, …, n 枚目のカー

ドに n が書かれている。これらの n 枚のカードのから無作為に 1 枚を取り出してもと

に戻し, もう一度無作為に 1 枚を取り出す。取り出されたカードに書かれている数を

それぞれ x, y とする。また, k を n の約数とする。 
(1) yx + が k の倍数となる確率を求めよ。 
(2) さらに, pqk = とする。ただし, p, q は異なる素数である。xy が k の倍数となる

確率を求めよ。                           [2004] 
 
23  1 が書かれたカードが 2 枚, 2 が書かれたカードが 2 枚, …, n が書かれたカード

が 2 枚の合計 2n 枚のカードがある。カードをよく混ぜ合わせた後, 1 枚ずつ左から順

に並べる。このとき, カードに書かれている数の列を, naaa 221 ,,,  とする。

1+kk aa ≧ )21( nk＜≦ となる最小の k を X とする。 

(1) 1=X となる確率を求めよ。 
(2) nX = となる確率を求めよ。 
(3) m は 1≦m＜n を満たす整数とする。X≧m となる確率を求めよ。    [2003] 
 
24  最初の試行で 3 枚の硬貨を同時に投げ, 裏が出た硬貨を取り除く。次の試行で

残った硬貨を同時に投げ, 裏が出た硬貨を取り除く。以下この試行をすべての硬貨が

取り除かれるまでくり返す。 
(1) 試行が 1 回目で終了する確率 1p , および 2 回目で終了する確率 2p を求めよ。 
(2) 試行が n 回以上行われる確率 nq を求めよ。              [2002] 
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25  1 から n までの数字を 1 つずつ書いた n 枚のカードがある。ただし, n≧2 とす

る。 
(1) この n 枚のカードから一度に 2 枚選び, 大きい方の数字を X とする。X の期待値

1E を求めよ。 
(2) この n 枚のカードから 1 枚選び, その数字を 1X とする。そのカードをもとに戻

し, 改めて 1 枚選び, その数字を 2X とする。 1X と 2X の小さくない方の数字を Y
とする。Y の期待値 2E を求めよ。                  [2001] 

 

26  1 個のサイコロを n 回投げる。 
(1) n≧2 のとき, 1 の目が少なくとも 1 回出て, かつ 2 の目も少なくとも 1 回出る確

率を求めよ。 
(2) n≧3 のとき, 1 の目が少なくとも 2 回出て, かつ 2 の目が少なくとも 1 回出る確

率を求めよ。                            [2000] 
 
 
■ 論証 ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||| 

 

１  1 辺の長さが 2 の正三角形 ABC を平面上におく。△ABC を 1 つの辺に関して

°180 折り返すという操作を繰り返し行う。辺 BC に関する折り返しを AT , 辺 CA に

関する折り返しを BT , 辺 AB に関する折り返しを CT とする。△ABC は, 最初 3 点 A, 
B, C がそれぞれ平面上の 3 点 O, B′ , C′の上に置かれているとする。 
(1) AT , CT , BT , CT , AT の順に折り返し操作を施したときの頂点 A の移り先を P

とする。また, AT , CT , BT , AT , CT , BT , AT の順に折り返し操作を施したとき

の頂点 A の移り先を Q とする。 POQ∠=θ とするとき, θcos の値を求めよ。 
(2) 整数 k, l に対して, CO3BO3OR ′+′= lk により定められる点 R は, AT , BT , CT

の折り返し操作を組み合わせることにより, 点 A の移り先になることを示せ。 
[2009]  
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分野別問題と解答例 

 

関 数／微分と積分／図形と式 

図形と計量／ベクトル 

整数と数列／確 率／論 証 
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 問 題  

( )xf は x に関する 4 次多項式で 4 次の係数は 1 である。 ( )xf は 2( 1)x  で割ると

1 余り, 2( 1)x  で割ると 2 余る。 ( )xf を求めよ。            [2024] 

 
 解答例＋映像解説  

4 次の係数が 1 の 4 次多項式 ( )xf は, 2( 1)x  で割ると 1 余り, 2( 1)x  で割ると 2

余ることより, a, b, c, d を実数として,  
2 2( ) ( 1) ( ) 1x x x ax b    f  

  4 3 2( 2) (2 1) ( 2 ) 1x a x a b x a b x b          ………① 
2 2( ) ( 1) ( ) 2x x x cx d    f  

  4 3 2( 2) ( 2 1) ( 2 ) 2x c x c d x c d x d           ………② 

①②より, 2 2a c   ………③, 2 1 2 1a b c d     ………④ 
2 2a b c d   ………⑤, 1 2b d   ………⑥ 

③より 4c a  , ⑥より 1d b  となり, ④⑤に代入すると,  
2 1 2( 4 ) 1 1a b a b       , 4 9a  , 9

4a  ………⑦ 

2 4 2( 1)a b a b     , 4 6b  , 3
2b  ………⑧ 

⑦⑧を①に代入すると, 4 3 2 3 51( ) 24 4 2x x x x x    f である。 

 
 コメント  

整式の除法に関する問題です。商を設定して普通に解きました。なお, やや範囲外

になりますが, ( 1) 1 f , (1) 2f , ( 1) (1) 0   f f を利用する手もあります。 

 

https://youtu.be/ZjtAgzQ49F0
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 問 題  

a を定数とし, 0 θ π≦ ＜ とする。方程式 tan2 tan 0aθ θ  を満たすθ の個数を求

めよ。                                [2020] 
 
 解答例＋映像解説  

0 θ π≦ ＜ のとき, 方程式 tan2 tan 0aθ θ  ……①に対し, 

tant θ とおくと,  

2
2 0

1
t at
t

 


 

これより, 22 (1 ) 0t at t   となり,  
2{2 (1 ) } 0t a t    ( 1)t  ………② 

(i)  0t  のとき ①の解は 0θ  となる。 
(ii) 0t  のとき ②より, 22 (1 ) 0a t   ………③ 

③より 2( 1) 2a t   と変形し,  
2( 1)y a t  ………④, 2y  ………⑤ 

④⑤のグラフの共有点 ( 0, 1)t   の個数を調べると,  
・ 0a  ( 0 )a  のとき 2 個 
・0 2a≦ ≦ ( 2 0)a ≦ ≦ のとき 0 個 
・ 2a  ( 2)a  のとき 2 個 

(i)(ii)より, ②の解の個数は,  
2 0a ≦ ≦ のとき 1 個, 2a  , 0 a のとき 3 個 

よって, 0 θ π≦ ＜  3, ,4 2 4
π πθ π における①の解θ の個数は,  

2 0a ≦ ≦ のとき 1 個, 2a  , 0 a のとき 3 個 

 
 コメント  

三角方程式の解の個数の問題です。いろいろな解法が考えられますが, ここではビ

ジュアルなタイプで記しました。なお, 最後の t とθ の対応は 1 対 1 ですので, やや

こしくありません。 
 

4
π

2
π

3
4
π

θπ
1

1 

O 

t 

2 

1 1

t 

y 

O 

a

a

a
a

https://youtu.be/dN-HNvFAiYs
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 問 題  

実数 a, b は 1a≧ , 1b≧ , 9a b  を満たす。 

(1) 3 3log loga b の最大値と最小値を求めよ。 
(2) 2 4log loga b の最大値と最小値を求めよ。             [2017] 

 
 解答例  

(1) 実数 a, b は, 1a≧ , 1b≧ , 9a b  より, 9b a  (1 8)a≦ ≦ であるので, 

3 3log logP a b  とおくと,  
3 3log log (9 )P a a   3log (9 )a a  2

3log ( 9 )a a    

さらに, 2( ) 9a a a f とおくと,  29 81( ) 2 4a a  f より, ( )af は最大

値 81
4  9

2a  , 最小値 8( 1, 8 )a  をとる。 

すると, 3log ( )P a f から, P は最大値 3
81log 4

4 2
3 3log 3 log 2  34 2log 2  , 

最小値 3log 8 3
3log 2 33log 2 をとる。 

(2) 2 4log logQ a b  2 2
1log log2a b  とおくと,  

2
2 2

1 1log log (9 )2 2Q a a   2
2

1 log (9 )2 a a  3 2
2

1 log ( 9 )2 a a    

さらに, 3 2( ) 9a a a g とおくと,  
2( ) 3 18a a a  g 3 ( 6)a a   

すると, ( )ag の増減は右表のようになり, 
( )ag は最大値 108( 6)a  , 最小値 8( 1)a 

をとる。 
すると, 2

1 log ( )2Q a g から, Q は最大値 2
1 log 1082

2 3
2

1 log 2 32 2
31 log 32  , 

最小値 2
1 log 82

3
2

1 log 22 3
2 をとる。 

 
 コメント  

対数関数の最大と最小についての基本題です。何か裏があるのかと勘繰ってしまい

そうなレベルです。 
 

a 1 … 6 … 8 
( )ag   ＋ 0 －  
( )ag  8   108   64 
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 問 題  

(0 ) 1P  , ( 1) ( ) 2P x P x x   を満たす整式 ( )P x を求めよ。      [2017] 

 
 解答例  

まず, 整式 ( )P x が定数または 1 次式の場合, ( 1) ( ) 2P x P x x   ……(＊)は明ら

かに成立しない。よって, ( )P x を n 次式とすると 2n≧ であり, (0 ) 1P  から,  
2

1 2( ) 1 n
nP x a x a x a x      ( 0 )na   

すると, 2
1 2( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 1)n

nP x a x a x a x         となり,  
1

1( 1) ( ) C ( )n
n nP x P x a x q x    （ ( )q x は 2n 次以下の整式） 

これより, ( 1) ( )P x P x  は 1n 次式となるので, (＊)から,  

1 1n  , 2n   
そこで, 2( ) 1P x ax bx   ( 0 )b  とおき, (＊)に代入すると,  

2 21 ( 1) ( 1) (1 ) 2a x b x ax bx x        , ( ) 2 2a b bx x    
よって, 0a b  , 2 2b  から, 1a  , 1b  となり, 2( ) 1P x x x   である。 

 
 コメント  

整式 ( )P x に対し, ( 1) ( )P x P x  は ( )P x より次数が 1 つ下がるという知識があ

れば, すぐに結論が導けます。つまり, 経験がものをいうわけです。 
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 問 題  

(1) 任意の角θ に対して, 1sincos2 ++− yyx ≦≦ θθ が成立するような点 ),( yx の

全体からなる領域を xy 平面上に図示し, その面積を求めよ。 
(2) 任意の角 βα , に対して, 1sincos1 2 ≦≦ βα yx +− が成立するような点 ),( yx

の全体からなる領域を xy 平面上に図示し, その面積を求めよ。      [2009] 
 
 解答例  

(1) 不等式 1sincos2 ++− yyx ≦≦ θθ ……①に対して,  
(i)  0== yx のとき ①は 102 ≦≦− となり, 任意θ に対して成立する。 
(ii) 0≠x または 0≠y のとき 

ϕを
22

sin
yx

x
+

=ϕ , 
22

cos
yx

y
+

=ϕ と決めると, ①より,  

1)sin(2 22 +++− yyx ≦≦ ϕθ  

任意のθ に対して成立する条件は,  
222 yx +−− ≦ ………②, 122 ++ yyx ≦ ………③ 

②より, 222 ≦yx + , 422 ≦yx + ………④ 
③より, 01≧+y のもとで, 222 )1( ++ yyx ≦  

122 +yx ≦ , 2
1

2
1 2 −xy≧ ………⑤ 

さて, 領域④と⑤の境界線の 2 つの交点 A, B は,  
4)12( 2 =++ yy , 0)3)(1( =+− yy  

2
1−≧y から 1=y となり, 3±=x である。 

(i)(ii)より, 求める領域は右図の網点部である。 
ただし, 境界は領域に含む。 
さて, 直線 OA の方程式が xy

3
1= で, OA と y 軸の

なす角が 3
π より, 網点部の面積を S とすると,  

( )∫ +−+⋅⋅×=
3

0
22

2
1

2
1

3
12322

12 dxxxS π  

 [ ] 3
0

32
2
1

6
1

32
123

4 xxx +−+= π 33
4 += π  

(2) 不等式 1sincos1 2 ≦≦ βα yx +− ……⑥に対し, 独立に値をとる任意の βα , で

は, 1cos1 ≦≦ α− , 1sin1 ≦≦ β− なので, ⑥より,  

(i)  0≧y のとき 
yx −−− 21≦ ………⑦, 12 ≦yx + ………⑧ 

x 

y 

A B 

O 
3−

3

2
1−

2 

2 

2−

2−

1 
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⑦⑧より, 12 +− xy≦  
(ii) 0＜y のとき 

yx +−− 21≦ ………⑨, 12 ≦yx − ………⑩ 

⑨⑩より, 12 −xy≧  
(i)(ii)より, 求める領域は右図の網点部である。 

ただし, 境界は領域に含む。 
そこで, 網点部の面積を S とすると,  

∫∫ −−
−+−=+−=

1

1

1

1
2 )1)(1(2)1(2 dxxxdxxS 3

8)11(3
1 3 =+=  

 
 コメント  

三角不等式の問題です。(1)では任意のθ でとりうる最大値・最小値, (2)では任意の

βα , でとる最大値・最小値をもとに, ),( yx の条件が定まります。 

 

x 

y 

O 

1−

1 

1 1−
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 問 題  

k を正の整数とする。 0125 2 ＜+− knn を満たす整数 n が, ちょうど 1 個であるよ

うな k をすべて求めよ。                        [2008] 
 
 解答例  

与えられた不等式 0125 2 ＜+− knn を変形して, knn ＜2
1

2
5 2 + ………① 

ここで, k＞0 なので, ①から n＞0 である。 
さて, ①を満たす正の整数 n が 1 個である条件は, 2

1
2
5 2 += xy ……②のグラフが, 

kxy = ……③のグラフの下方にある x＞0 の範囲に, 整数が 1 個のみ存在することを

意味する。 
さて, ②と③のグラフが接するのは, 0125 2 =+− kxx から,  

054 2 =−= kD , 5=k  

このとき, 15
5

5 ＜== kx  

これより, ①を満たす整数が 1 個となる n の値は, 1=n のみ

である。 
そこで, 右図から, ③が点 )3,1( を通るとき 3=k , また点

( )2
21,2 を通るとき 4

21=k である。 

よって, 条件を満たす k の範囲は 4
213 ≦＜k となり, 求める整

数 k は, 5,4=k である。 

 
 コメント  

頻出タイプの問題です。放物線と直線の位置関係で, 不等式の解をとらえています。 
 

1 O 

3 

x 

y 

2
1
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 問 題  

3 次方程式 023 =+++ cbxaxx は異なる 3 つの解 p, q, r をもつ。さらに, 12 2 −p , 
12 −q , 12 −r も同じ方程式の異なる 3 つの解である。a, b, c, p, q, r の組をすべて求

めよ。                                [2008] 
 
 解答例  

3 次方程式 023 =+++ cbxaxx ……①の異なる 3 つの解が p, q, r より,  
rqpa −−−= , rpqrpqb ++= , pqrc −= ………② 

また, 12 2 −p , 12 −q , 12 −r も①の異なる 3 つの解であることより,  
(i)  pp =−12 2 のとき 
(i-i)  qq =−12 , rr =−12 のとき 1== rq となり不適。 
(i-ii)  rq =−12 , 2 1r q  のとき 1== rq となり不適。 
(ii) qp =−12 2 のとき 
(ii-i)  pq =−12 , rr =−12 のとき 

まず, 1=r となり, qp =−12 2 を pq =−12 に代入して, pp =−− 1)12(2 2  
034 2 =−− pp , 0)1)(34( =−+ pp  

1=≠ rp から 4
3−=p , 8

1=q となり, 条件に適する。 

このとき, ②より, 8
3−=a , 32

23−=b , 32
3=c  

(ii-ii) rq =−12 , pr =−12 のとき 
まず, qp =−12 2 を rq =−12 に代入して, rp =−− 1)12(2 2 , 034 2 =−− rp  
さらに, pr =−12 を代入すると, 03)12(4 2 =−−− rr  

011716 2 =+− rr , 0)1)(116( =−− rr  

1=r のときは, 1=p となり不適。 

16
1=r のときは, 8

7−=p , 32
17=q であり, 条件に適する。 

このとき, ②より, 32
9=a , 512

249−=b , 4096
119=c  

(iii) rp =−12 2 のとき 
(iii-i) qq =−12 , pr =−12 のとき 

(ii-i)と同様にして, 4
3−=p , 1=q , 8

1=r , 8
3−=a , 32

23−=b , 32
3=c  

(iii-ii) 2 1q p  , qr =−12 のとき 
(ii-ii)と同様にして, 8

7−=p , 16
1=q , 32

17=r , 32
9=a , 512

249−=b , 4096
119=c  

 



一橋大学・文系 関数（2000－2024） 

 －36－ 

 コメント  

まず, 6 通りの場合を考え, 連立方程式を解く問題と見極めるのがポイントです。た

だ, その後も, 数値計算の量は半端ではなく, 多量のエネルギーと時間を費やしてしま

います。 
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 問 題  

°° 3600 ＜≦θ を満たすθ と正の整数 m に対して, )(θmf を次のように定める。 

∑
=

×°+=
m

k
m k

0
)60sin()( θθf  

(1) )(5 θf を求めよ。 
(2) θ が °° 3600 ＜≦θ の範囲を動くとき, )(4 θf の最大値を求めよ。 
(3) m がすべての正の整数を動き, θ が °° 3600 ＜≦θ の範囲を動くとき, )(θmf の最

大値を求めよ。                           [2005] 
 
 解答例  

(1) ∑
=

×°+=
5

0
5 )60sin()(

k
kθθf  

sin sin( 60 ) sin( 120 ) sin( 180 ) sin( 240 )θ θ θ θ θ              
 sin( 300 )θ    

ここで, θθ sin)180sin( −=°+ より, 
)60sin()240sin( °+−=°+ θθ , )120sin()300sin( °+−=°+ θθ  

よって, 0)(5 =θf  
(2) (1)より, )300sin()()( 54 °+−= θθθ ff )120sin( °+= θ  

°° 3600 ＜≦θ より, )(4 θf は, °+°=°+ 90360120θ )330( °=θ のとき, 最大値 1

をとる。 
(3) (1)より, k を 0 以上の整数として, m の値を場合分けする。 

(i)  66 += km のとき θθ sin)( =mf  

よって, °= 90θ のとき, 最大値 1 をとる。 
(ii) 56 += km のとき (1)より, 0)( =θmf  
(iii) 46 += km のとき (2)より, )120sin()( °+= θθmf  

よって, °= 330θ のとき, 最大値 1 をとる。 
(iv) 36 += km のとき 

)120sin()60sin()( °++°+= θθθmf °°+= 30cos)90sin(2 θ θcos3=  

よって, °= 0θ のとき, 最大値 3 をとる。 
(v) 26 += km のとき 

)120sin()60sin(sin)( °++°++= θθθθmf θθ cos3sin +=  
  )60sin(2 °+= θ  

よって, °=°+ 9060θ )30( °=θ のとき, 最大値 2 をとる。 
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(vi) 16 += km のとき 
)30sin(330cos)30sin(2)60sin(sin)( °+=°°+=°++= θθθθθmf  

よって, °=°+ 9030θ )60( °=θ のとき, 最大値 3 をとる。 
(i)～(vi)より, )(θmf の最大値は 2 である。 

 
 コメント  

設問はハッタリのきいたものでしたが, (1)から周期性が発見できますので, 後は記

述力です。 
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 問 題  

a, b を整数とする。3 次方程式 0123 =−++ bxaxx は 3 実数解 γβα ,, をもち, 
30 ＜＜＜＜ γβα で, γβα ,, のうちどれかは整数である。a, b を求めよ。  [2001] 

 
 解答例  

0123 =−++ bxaxx ……①に対して,  
(i)  1=x を解にもつとき 

011 =−++ ba より ab −= となるので, ①は 0123 =−−+ axaxx  
{ } 01)1()1( 2 =+++− xaxx  

1=x , 01)1(2 =+++ xax ………② 

②の解が 1≠x で, ともに 0＜x＜3 にある条件は,  

( ) 14
)1(

2
11)1()(

222 +
+

−++=+++=
aaxxaxxf とすると,  

32
10 ＜＜ +− a ………③, 014

)1( 2
＜+

+
−

a
………④ 

01)1(39)3( ＞+++= af ………⑤, 01)1(1)1( ≠+++= af ………⑥ 

③より 17 −− ＜＜a , ④より aa ＜＜ 1,3− , ⑤より 3
13−＞a , ⑥より 3−≠a  

以上まとめて, 33
13 −− ＜＜a  

a は整数なので 4−=a となり, 4=b である。 
(ii) 2=x を解にもつとき 

01248 =−++ ba より, 2
72 −−= ab となるが, a, b は整数より適さない。 

(i)(ii)より, 4−=a , 4=b  
 
 コメント  

実質的には 2 次方程式の解の配置の問題です。 
 



一橋大学・文系 微分と積分（2000－2024） 

 －40－ 

 問 題  

a, b を実数とする。曲線 2:C y x と曲線 2:C y x ax b    はある点を共有して

おり, その点におけるそれぞれの接線は直交している。C とC で囲まれた部分の面積

の最小値を求めよ。                          [2024] 
 
 解答例＋映像解説  

曲線 2:C y x ……①と曲線 2:C y x ax b    ……②

について, C とC は点 2( , )t t を共有し, その点におけるそれ

ぞれの接線は直交しているとする。 
すると, ①から 2y x  , ②から 2y x a   なので,  

2 2t t at b   ………③ 
2 ( 2 ) 1t t a   ………④ 

③から 22t at b  , ④から 24 2 1t at   であるので, 1
2b  ……⑤となり,  

2 12 2t at  , 24 2 1 0t at   ………⑥ 

⑥は異なる 2 実数解をもち, これを ,t α β ( )α β とおくと,  
2 4

4
a aα   , 

2 4
4

a aβ    

このとき, C とC で囲まれた部分の面積 S は,  

  2 21
2S x ax x dx

β

α
      2 12 2x ax dx

β

α
     

 2 ( )( )x x dx
β

α
α β     312 ( )6 β α     

2 341
3 2

a   

  321 424 a   

すると, 0a  のとき, S は最小値 31 1( 4 )24 3 をとる。 

 
 コメント  

頻出タイプの微積分の総合問題です。なお, 本問より, 1
2b  のとき C とC は 2 交

点で直交することがわかります。 
 

α β

C

C

O x 

y 

https://youtu.be/QjYO_tJzUS0
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 問 題  

a を正の実数とする。2 つの曲線 3 2
1 : 2C y x ax  および 2

2
3: 3C y ax a  の両方

に接する直線が存在するような a の範囲を求めよ。            [2023] 
 
 解答例＋映像解説  

0a  のとき, 曲線 3 2
1 : 2C y x ax  ……①, 2

2
3: 3C y ax a  ……②に対して,  

①より 23 4y x ax   から, 1C 上の点 3 2( , 2 )t t at における接線の方程式は, 
3 2 2( 2 ) (3 4 )( )y t at t at x t     , 2 3 2(3 4 ) 2 2y t at x t at    ………③ 

ここで, ②と③を連立すると, 2 2 3 233 (3 4 ) 2 2ax t at x t ata     となり,  
2 2 2 3 2 23 (3 4 ) 2 2 3 0a x a t at x at a t      ………④ 

曲線 2C と接線③が接することより, ④の判別式 D について,  
2 2 2 2 3 2 2(3 4 ) 12 (2 2 3) 0D a t at a at a t       

4 3 2 2 3 2 29 24 16 24 24 36 0t at a t at a t       
まとめると, 4 2 29 8 36 0t a t   ………⑤ 
⑤において, 2s t とおき 2 29 8 36 0s a s   ……⑥とすると, ⑤が実数解 t をもつ

条件は, ⑥が 0s≧ の実数解をもつことに対応し, ⑥の左辺 ( )sf は,  

 
2 422 2 4 16( ) 9 8 36 9 369 9

a as s a s s      f  

すると, 
24 09

a  で (0 ) 36 0 f なので, 求める条件は
416 36 09

a  ≦ となり,  
44 81 0a  ≧ , 2(2 9)( 2 3)( 2 3) 0a a a   ≧  

したがって, 0a  から, 3 3 222
a ≧ である。 

 
 コメント  

3 次曲線と放物線に共通接線が存在する条件を求めるという頻出の有名問題です。

解答例では, 接点は 1C だけを設定しましたが, 1C と 2C の両方を設定して, 2 つの接線

が一致するという方法も考えられます。 
 

https://youtu.be/sx1qS4jKalQ
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 問 題  

0 2θ π≦ ＜ とする。座標平面上の 3 点O(0, 0) , P( cos , sin )θ θ , Q(1, 3sin2 )θ

が三角形をなすとき, △OPQ の面積の最大値を求めよ。          [2022] 
 
 解答例＋映像解説  

3 点O(0, 0) , P( cos , sin )θ θ , Q(1, 3sin2 )θ に対し, △OPQ の面積 S は,  
1 cos 3sin2 sin2S θ θ θ   21 6sin cos sin2 θ θ θ   

 21 6sin (1 sin ) sin2 θ θ θ   31 6sin 5sin2 θ θ    

ここで, sint θ , 3( ) 6 5t t t f とおくと, 0 2θ π≦ ＜ から 1 1t ≦ ≦ となり,  
1 ( )2S t f  

2( ) 18 5t t  f から , 
( ) 0t f を満たす解は , 

5 10
63 2

t   となり, 

1 1t ≦ ≦ における ( )tf

の増減は右表のとおりである。 
これより, 1 ( )2S t f ( 1 1)t ≦ ≦ のグラフは右図の

ようになる。 
よって, △OPQ の面積の最大値は 5 1018 である。 

 
 コメント  

三角形の面積を題材にした微分と増減についての基本題です。 
 

t 1  … 10
6  … 10

6  … 1  

( )tf   － 0 ＋ 0 －  

( )tf  1    5 109  
  5 109  

  1  

1 1

1
2

5 10
18

O t 

S 

10
6

10
6



https://youtu.be/_znIsBaM9iU
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 問 題  

0k  とする。円 C を 2 2( 1) 1x y   とし, 放物線 S を 21y xk とする。 

(1) C と S が共有点をちょうど 3 個もつときの k の範囲を求めよ。 
(2) k が(1)の範囲を動くとき, C と S の共有点のうちで x 座標が正の点を P とする。

P における S の接線と S と y 軸とによって囲まれる領域の面積の最大値を求めよ。 
[2021]  

 
 解答例＋映像解説  

(1) 円 2 2: ( 1) 1C x y   と放物線 21:S y xk を連立し,  

 22 21 1 1x xk   ,  4 2
2

1 2 1 0x xkk
     

2 2 2( 2 ) 0x x k k   となり , 0x  または 2 22x k k  か

ら, C と S が共有点を 3 個もつ条件は, 0k  のもとで,  
22 0k k  , ( 2) 0k k   

よって, 0 2k  である。 
(2) 0 2k  のとき, C と S の共有点は 20, 2x k k   であり, 22k kα   と

おくと,  
2

P , k
αα となる。 

さて, 点 P における S の接線の方程式は, 2y xk
  から,  

2 2 ( )y xk k
α α α   , 

22y xk k
αα   

すると, P における S の接線と S と y 軸とによって囲まれる領域の面積 T は,  

 
22

0
1 2T x x dxk k k

α αα   2

0
1 ( )x dxk

α
α  3

0
1 1 ( )3 xk

α
α      

 31
3kα

2 22 23
k k k kk
  2 32 12 (2 )3 3

k k k k k     

そこで, 3 3( ) (2 ) ( 2)k k k k k   f とおくと,  
3 2( ) 1 ( 2) 3( 2)k k k k      f  

  2( 2) ( 2 3 )k k k     
  22( 2) (2 1)k k    

これより, 0 2k  における ( )kf の増減

は右表のようになる。 

すると, 1 ( )3T k f から, T の最大値は 3271
3 16 4 である。 

 

k 0 … 1
2  … 2 

( )kf   ＋ 0 － 0 

( )kf  0   27
16  

  0 

C S 

1 

O x 

y 

P 

α

https://youtu.be/NUUYLV2PkPk
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 コメント  

微分と増減についての問題です。(2)では, ( )kf の計算に, 知っておいてもよいと

思われる積の微分法を利用していますが, 普通に計算しても構いません。 
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 問 題  

0x  に対し, 
2

2
1( )

x

x
F x t x dtx




  と定める。 ( )F x の最小値を求めよ。 

[2020]  
 
 解答例＋映像解説  

0x  に対し, 
2

2
1( )

x

x
F x t x dtx




  とするとき,  

(i)  2x x  (0 1)x  のとき 
2

2
( )

x

x
xF x t x dt




 

2

2
( )

x

x
t x dt




 

2 2

22
x

x
t xt




      

   2 21 { (2 ) (2 ) } 22 x x x x      24 2x x    

よって, ( ) 4 2F x x  ……①となり, この区間で単調に減少する。 
(ii) 2 x x ≦ ( 1)x ≧ のとき 
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   2 2 2 21 1{ (2 ) } (2 2) { (2 ) } 22 2x x x x x x x           

   21 1( 4 4 ) 2 2 (4 4 ) 22 2x x x x x        22 4 4x x    

よって, 4( ) 2 4F x x x   ……②となり, 相加平均と相乗平均の関係より,  

4 42 4 2 2 4 4 2 4x xx x     ≧  

等号が成立するのは 42x x ( 2 )x  のときであり, 1x ≧ を満たしている。 

(i)(ii)より, ①②は 1x  で連続なので, ( )F x の最小値は ( 2 ) 4 2 4F   である。 

 
 コメント  

定積分の計算問題です。被積分関数の絶対値をはずす際の場合分けがポイントです。 

https://youtu.be/AYnXp6GGHdk
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 問 題  
3( ) 3 2x x x  f とする。また , α は 1 より大きい実数とする。曲線

: ( )C y x f 上の点P( , ( ) )α αf における接線と x 軸の交点を Q とする。点 Q を通

る C の接線の中で傾きが最小のものを l とする。 
(1) l と C の接点の x 座標をα の式で表せ。 
(2) 2α  とする。l と C で囲まれた部分の面積を求めよ。         [2019] 
 
 解答例＋映像解説  

(1) 3( ) 3 2x x x  f に対して,  
2( ) 3 3 3( 1)( 1)x x x x     f  

すると, ( )xf の増減は右表のようになる。 
さて, 1α  として, 曲線 : ( )C y x f 上の

点P( , ( ) )α αf における接線の方程式は,  
3 2( 3 2) (3 3)( )y xα α α α       

2 3(3 3) 2 2y xα α     

0y  とすると, 
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となり,  

 
22( 1)Q , 03( 1)

α α
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さて, l と C の接点の x 座標を x t ( 0 )t  とおくと, 接線 l の方程式は,  
2 3(3 3) 2 2y t x t     

x 軸との交点が点 Q より, 1t  から, 
2 22( 1) 2( 1)

3( 1) 3( 1)
t t

t
α α

α
   


 

となり,  

2 2( 1)( 1) ( 1)( 1)t t tα α α        
2 2 2( 1) 0t tα α α    , { ( 1) }( ) 0t tα α α     

よって, 1α  から, l と C の接点の x 座標は, 1t α
α




である。 

(2) 2α  のとき, (1)から 2
3t  となり, 5 70: 3 27l y x  である。 

このとき, C と l の交点の x 座標は, 3 5 703 2 3 27x x x    より,  

3 164 03 27x x   ,    22 4 03 3x x    

すると, 2 4,3 3x  となり, l と C で囲まれた部分の面積 S は,  
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https://youtu.be/ko4A2OiuQcE
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 コメント  

微積分総合の典型題です。(1)では, 1α  から位置関係が明確なので, 0t  として

処理しています。また, (2)の積分はプロセスを記しましたが, 準公式です。 
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 問 題  

a を実数とし, 3( )x x x f , 2( ) ( )x a x x g とする。2 つの曲線 ( )y x f , 
( )y x g は0 1x  の範囲に共有点をもつ。 

(1) a のとりうる値の範囲を求めよ。 
(2) ( )y x f と ( )y x g で囲まれた 2 つの部分の面積が等しくなるような a の値を

求めよ。                              [2018] 
 
 解答例＋映像解説  

(1) 3( )x x x f ……① , 2( ) ( )x a x x g ……②に対して , 2 曲線 ( )y x f と

( )y x g の共有点は, ( ) ( )x xf g から,  
(1 )(1 ) (1 )x x x ax x     

よって, 0, 1, 1x a  となる。 

そして, 0 1x  の範囲に共有点をもつことより, 0 1 1a   となり,  
1 2a   

(2) 0 1 1a   のとき, ( )y x f と ( )y x g で囲まれた

2 つの部分の面積が等しくなることより,  
1 1

0 1
{ ( ) ( ) } { ( ) ( ) }

a

a
x x dx x x dx




   g f f g  

右辺から左辺を引き,  
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1 0
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x x dx x x dx
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    f g f g

1

0
{ ( ) ( ) }x x dx  f g  

よって, 
1

0
{ ( ) ( ) } 0x x dx  f g ………(＊) 

(＊)から, 
1

3 2

0
{ ( 1) } 0x ax a x dx     となり,  

11 04 3 2
a a   , 2 3 0a   

よって, 3
2a  となり, この値は1 2a  を満たしている。 

 
 コメント  

定積分と面積に関する超有名問題です。要点は(＊)だけです。 
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https://youtu.be/Z7292vBQqE4
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 問 題  

a を実数とし, 3( ) 3x x ax f とする。区間 1 1x ≦ ≦ における ( )xf の最大値を

M とする。M の最小値とそのときの a の値を求めよ。           [2016] 
 解答例  

3( ) 3x x ax f に対し, ( ) ( )x x f f から, ( ) ( ) ( )x x x   f f f  
すると, 1 1x ≦ ≦ における ( )xf の最大値は, 0 1x≦ ≦ における ( )xf の最大値

に等しい。以下, 0 1x≦ ≦ で考える。 
さて, 2( ) 3 3x x a  f 23( )x a  より,  

(i)  0a≦ のとき 
0 1x≦ ≦ において, ( )xf は単調増加し, ( )xf の最

大値 M は,  
(1)M  f (1) f 1 3a   

(ii) 0a＞ のとき 
( ) 3( )( )x x a x a   f となり , 0x≧ に

おける ( )xf の増減は右表のようになる。 
(ii-i)  0 1a＜ ＜ (0 1)a＜ ＜ のとき 

まず一般的に , X と Y の小さくない方を

max{ , }X Y と表すと, 0 1x≦ ≦ における ( )xf の最大値 M は,  

 max ( ) , (1)M a f f  max 2 , 1 3a a a   
ここで, 2 1 3a a a  として, 両辺を 2 乗すると,  

3 24 (1 3 )a a  , 3 24 9 6 1 0a a a     

すると, 2(4 1)( 1) 0a a   から, 1 , 14a   

これより, a と M の関係は右図の実線のようになり,  
1 3M a   10 4a＜ ＜ , 2M a a  1 14 a≦ ＜  

(ii-ii) 1a≧ ( 1)a≧ のとき 
0 1x≦ ≦ において, ( )xf は単調減少し, ( )xf の最大値 M は,  

(1)M  f (1) f 1 3a   
(i)(ii)より, 1 1x ≦ ≦ における ( )xf の最大値 M は,  

1 3M a   1
4a＜ , 2M a a  1 14 a≦ ＜ , 1 3M a  ( 1)a≧  

以上より, M は 1
4a  のとき最小値 1

4 をとる。 

 コメント  

関数の最大・最小に関する有名問題です。 ポイントは偶関数に気付くことです。 
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