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 －1－

１                             解答解説のページへ 

次の各問いに答えよ。 

[1] 座標平面上で, 点 )2,1( を通り傾き a の直線と放物線 2xy = によって囲まれる

部分の面積を )( aS とする。a が 0≦a≦6 の範囲を変化するとき, )( aS を最小に

するような aの値を求めよ。 

[2] △ABCにおいて 2AB = , 1AC = とする。 BAC∠ の二等分線と辺 BCの交点を D

とする。 BDAD = となるとき, △ABCの面積を求めよ。 
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２                             解答解説のページへ 

座標平面上の点 ),(P yx が 94 ≦yx + , 42 ≧yx + , 632 −− ≧yx の範囲を動くと

き, yx +2 , 22 yx + のそれぞれの最大値と最小値を求めよ。 
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３                             解答解説のページへ 

1から 5までの自然数を 1列に並べる。どの並べかたも同様の確からしさで起こる

ものとする。このとき 1番目と 2番目と 3番目の数の和と, 3番目と 4番目と 5番目

の数の和が等しくなる確率を求めよ。ただし, 各並べかたにおいて, それぞれの数字

は重複なく一度ずつ用いるものとする。 
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４                             解答解説のページへ 

点 Oを中心とする正十角形において, A, Bを隣接する 2つの頂点とする。線分 OB

上に PBOBOP2
⋅= を満たす点 Pをとるとき, ABOP = が成立することを示せ。 
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５                             解答解説のページへ 

座 標 空 間 内 で , )0,0,0(O , )0,0,1(A , )0,1,1(B , )0,1,0(C , 

)1,0,0(D , )1,0,1(E , )1,1,1(F , )1,1,0(G を頂点にもつ立方体を考える。 

(1) 頂点 Aから対角線 OFに下ろした垂線の長さを求めよ。 

(2) この立方体を対角線 OFを軸にして回転して得られる回転体の体積を求めよ。 
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１                               問題のページへ 

[1] 点 )2,1( を通る傾き a の直線は, )1(2 −=− xay と表

せ, 放物線 2xy = の方程式と連立すると,  

)1(22 −=− xax , 022 =−+− aaxx  

これより, 交点の x 座標は
2

842 +−±
=

aaa
x となり, 

この値を βα ,=x )( βα＜ とおく。 

すると, 放物線と直線によって囲まれる部分の面積 )( aS は,  

∫ −+−=
β

α
dxxaaxaS )2()( 2 ∫ −−−=

β

α
βα dxxx ))((  

 ( ) ( )32323 4)2(
6
184

6
1)(

6
1 +−=+−=−= aaaαβ  

よって, aが 0≦a≦6の範囲を変化するとき, )( aS は 2=a のとき最小となる。 

[2] 2AB = , 1AC = の△ABCで, DACBAD ∠=∠ より,  

1:2AC:ABDC:BD ==  

よって, BC
3
1DC = ………① 

また, θ=∠=∠ DACBAD とおくと, BDAD = から,  

θ=∠B , θ2BADBADC =∠+∠=∠  

これより, DACABC △∽△ となり,  

DC:ACAC:BC = , 1ACDCBC 2 ==⋅ ………② 

①②より, 1BC
3
1 2 = , 3BC =  

これより, △ABCは °=∠ 90C の直角三角形となり,  

2
331

2
1ABC =⋅⋅=△  

 

［解 説］ 

[1]は参考書の例題に載っているような定型的な頻出題です。それに反し, [2]は簡単

そうな設定ですが, いろいろな解法が考えられ, かえって時間がかかります。 
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２                               問題のページへ 

3直線 94 =+ yx ……①, 42 =+ yx ……②, 632 −=− yx ……③に対して,  

①②の交点は, 94 =+ yx , 42 =+ yx から, )1,2(),( =yx  

②③の交点は, 42 =+ yx , 632 −=− yx から, )2,0(),( =yx  

③①の交点は, 632 −=− yx , 94 =+ yx から, ( )3,
2
3),( =yx  

これより , 領域 94 ≦yx + , 42 ≧yx + , 632 −− ≧yx を

図示すると, 右図の網点部となる。ただし, 境界線は領域に

含む。 

ここで, kyx =+2 とおくと, kxy +−= 2 となり, kは傾き

2− の直線群の y切片を表す。 

この直線が, 領域を共有点をもつ範囲を求めると, k は, 

( )3,
2
3),( =yx のとき , 最大値 63

2
32 =+×=k をとり , 

)2,0(),( =yx のとき, 最小値 2202 =+×=k をとる。 

また, ryx =+ 22 とおくと, rは原点を中心とする円の半径の 2乗を表す。 

この円が領域と共有点をもつ範囲を求めると, r は, ( )3,
2
3),( =yx のとき, 最大

値 ( )
4
453

2
3 22

=+=r をとる。 

さて, 原点と直線②の距離は, 
5

4

21

4

22
=

+

−
であり, また直線②の法線ベクトル

の成分を )2,1( とおくことができるので, 垂線方向の単位ベクトルは )2,1(
5

1 とな

る。これから, 原点から直線②に下ろした垂線の足の座標は,  

( )
5
8,

5
4)2,1(

5

1

5

4 =×  

これより, rは, ( )
5
8,

5
4),( =yx のとき, 最小値 ( )

5
16

5

4 2
==r をとる。 

 

［解 説］ 

前問の[1]と同じく, 定型的で, 方針に迷いの生じない問題です。 
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３                               問題のページへ 

1から 5までの自然数を 1列に並べる !5 通りの場合が同様に確からしいとする。 

さて, この数の列の 1番目, 2番目, 3番目, 4番目, 5番目の数を, それぞれ a, b, c, 

d, eとすると, 条件より,  

edccba ++=++ , edba +=+ ………(＊) 

ここで, a＜b, d＜eのとき, (＊)を満たす ),,,( edba の組は,  

)3,2,4,1( , )4,1,3,2( , )4,2,5,1( , )5,1,4,2(  

)4,3,5,2( , )5,2,4,3(  

また, 各々の場合, cの値はただ 1つ決まる。 

すると, (＊)を満たす ),,,,( edcba の組は, 6!2!2 ×× 通りとなり, 求める確率は,  

5
1

!5

6!2!2
=

××
 

 

［解 説］ 

センター試験に出題されるような問題です。対象が 5までの自然数という設定なの

で, 条件に適する場合を羅列しています。 
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４                               問題のページへ 

点 Oを中心とする正十角形において, A, Bが隣接する 2頂点で

あることより, △OAB は, 
5

AOB π=∠ , 
5

2OBAOAB π=∠=∠ で

ある二等辺三角形である。 

さて, 1OBOA == , t=OP とおくと, 条件 PBOBOP2 ⋅= より,  

)1(12 tt −×= , 012 =−+ tt , 
2

51 +−=t  

一方, OAB∠ の二等分線と辺 OBの交点を Qとおくと,  

5
BAQAOB π=∠=∠ , 

5
2ABQOAB π=∠=∠  

これより, ABQOAB △∽△ となる。 

ここで, s=OQ とおくと, s== ABAQ となり, ,  

sss −= 1::1 , 012 =−+ ss , 
2

51 +−=s  

よって, st = から点 Pと点 Qは一致し, ABOP = が成立する。 

 

［解 説］ 

5
cos π や

5
sin π の値を求めるときに, 誘導として現れる二等辺三角形が題材となっ

ています。この知識をもとに, 力ずくで抑え込んだ解答例です。 
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５                               問題のページへ 

(1) )1,1,1(OF = より, 直線 OFの方程式は,  

zyx == ………① 

また, 点 )0,0,1(A を含み, OF に垂直な平面の方

程式は,  

0)1( =++− zyx , 1=++ zyx ………② 

①②を連立すると, 
3
1=== zyx  

よって, 点 A から OF に下ろした垂線の足を 1H と

すると, ( )
3
1,

3
1,

3
1H1 となり, 垂線の長さ 1AH は,  

( ) ( ) ( )
3
6

3
1

3
11

3
1AH

222

1 =++−=  

(2) 立方体 OABC-DEFG を対角線 OF を軸にして回転

してできる立体は, 折れ線 OA, AE, EF を OF を軸に

して回転してできる立体に等しい。 

(i)  辺 OAを OFを軸にして回転したとき 

回転体は, 1AH を半径とする円を底面とし, 高さ

1OH の円錐となり, (1)から,  

( ) ( ) ( )
3
3

3
1

3
1

3
1OH

222

1 =++=  

よって, この円錐の体積を 1V とおくと,  

( ) ππ 3
27
2

3
3

3
6

3
1 2

1 =⋅=V  

(ii) 辺 AEを OFを軸にして回転したとき 

0≦u≦1 として, 辺 AE 上の点を ),0,1(P u とおくと, 点 P を含み, OF に垂直

な平面の方程式は,  

0)()1( =−++− uzyx , uzyx +=++ 1 ………③ 

①③を連立すると, 
3

1 uzyx +===  

よって, 点 Pから OF に下ろした垂線の足 Qは, ( )
3

1,
3

1,
3

1Q uuu +++ となり,  

( ) ( ) ( ) 1
3
6

3
1

3
11

3
1PQ 2222

+−=−++++−+= uuuuuu  

また, 点 Eから OFに下ろした垂線の足 2H は, 1=u から ( )
3
2,

3
2,

3
2H2 となり,  

( ) ( ) ( ) 3
3
2

3
2

3
2

3
2OH

222

2 =++=  
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さて, t=OQ , 辺 AEを OFを軸にして回転した立体の体積を 2V とおくと,  

∫∫ +−==
3

3
2

3
3
1

2
3

3
2

3
3
1

2
2 )1(

3
2PQ dtuudtV ππ  

ここで, ( ) ( ) ( ) )1(
3
3

3
1

3
1

3
1 222

uuuut +=+++++= から,  

∫ ⋅+−=
1

0

2
2

3
3)1(

3
2 duuuV π [ ] ππ 3

27
5

23
3

9
2 1

0

23

=+−= uuu  

(iii) 辺 EFを OFを軸にして回転したとき 

回転体は, 2EH を半径とする円を底面とし, 高さ 2FH の円錐となり, この円錐の

体積を 3V とおくと, 対称性より, (i)と同じく π3
27
2

3 =V である。 

(i)(ii)(iii)より, 立方体を対角線 OFを軸にして回転してできる立体の体積 Vは,  

321 VVVV ++= ππππ
3
33

27
23

27
53

27
2 =++=  

 

［解 説］ 

水平な台の上に, 対角線が鉛直になるように立てたサイコロを, 対角線を軸として

回転したときにできる立体の体積を求めるという有名問題です。京大独自の拡張した

範囲からの出題ですが, 普通に解いた上の解では, 置換積分も利用していることから, 

文系には厳しい内容になっています。 
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