
2007 入試問題セレクション  問題

－ －

６ ［千葉大］

を奇数とする。
− は の倍数であることを証明せよ。
− は の倍数であることを証明せよ。
− は の倍数であることを証明せよ。
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－ －

７ ［東京大・文］

正の整数の下 桁とは の位以上を無視した数をいう。たとえば
の下 桁はそれぞれ である。 が正の整数全体を動くとき の下 桁とし
て現れる数をすべて求めよ。
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－ －

８ ［京都大・文］

を 以上の整数とするとき 次の つの命題はそれぞれ正しいか。正しいときは
証明し 正しくないときはその理由を述べよ。
命題 ：ある に対して と + はともに有理数である。
命題 ：すべての に対して −+ は無理数である。
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－ －

９ ［京都大］

を 以上の素数とする。 個の整数 が次の 条件
=+++ =+− ≧≧≧

を満たすとき を を用いて表せ。
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－ －

10 ［一橋大］
数列{ } { } { }を

= =+

= +=+

= ++=+

と順に定める。放物線 ++= を とする。
は 軸と 点で交わることを示せ。

と 軸の交点を とする。
=

を求めよ。
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－ －

11 ［東北大］

を 以上の自然数とし 整式 を −− で割った余りを + とする。
を求めよ。

+ + を と を用いて表せ。
各 に対して と の公約数で素数となるものをすべて求めよ。
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－ －

12 ［東京大・理］
と を正の整数とし を次数が 以上の整式とする。整式 + の
次以下の項の係数がすべて整数ならば の 次以下の項の係数は すべて整

数であることを示せ。ただし 定数項については 項それ自身を係数とみなす。
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６                                ［千葉大］ 

(1) )1)(1(12  nnn より, n が奇数のとき, 1n , 1n は連続する偶数となり, 

一方は 4 の倍数, もう一方は 4 の倍数でない偶数である。 

よって, 12 n は 8 の倍数である。 

(2) )1)(1()1( 25  nnnnnn より, 1n , n, 1n は連続する 3 つの整数な

ので, いずれか 1 つは 3 の倍数である。 

よって, nn 5 は 3 の倍数である。 

(3) )54()1()1()1)(1()1( 225  nnnnnnnnnn  

  5)2)(2()1()1(  nnnnn  

 )1()1(5)2)(1()1)(2(  nnnnnnnn  

これより, 2n , 1n , n, 1n , 2n は連続する 5 つの整数なので, いずれか

1 つは 5 の倍数である。また, )1()1(5  nnn は 5 の倍数である。 

よって, nn 5 は 5 の倍数となる。 

そこで, (1)から )1()1( 225  nnnnn は 8 の倍数, (2)から nn 5 は 3 の倍数

であることを考え合わせると, 8, 3, 5 が互いに素より, nn 5 は 120538  の倍

数となる。 

 

［解 説］ 

(3)では, n を 5 で割った余りで場合分けをする解法もあります。しかし, 記述量が

多くなるため, (2)をヒントに式変形を考えたのが上の解です。 
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７                              ［東京大・文］ 

a を 0 以上の整数, b を 0 以上 9 以下の整数とし, bam  10 とおくと,  
44 )10(55 bam   

 )10410610410(5 432223344 babbabaa   

 4322342 5)230200500(10 babbabaa   

これより, 45m の下 2 桁の数は 45b の下 2 桁の数と一致する。 

そこで, b のそれぞ

れの値に対して, 45b

の下 2 桁の数を計算

すると , 右表のよう

になる。 

以上より, 45m の下 2 桁は 0, 5, 25, 80 である。 

 

［解 説］ 

整数 m を bam  10 とおくことがすべてといっても, 過言ではありません。 

b 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
4b の下 2 桁 0 1 16 81 56 25 96 1 96 61 
45b の下 2 桁 0 5 80 5 80 25 80 5 80 5 



2007 入試問題セレクション  解答解説 

© 電送数学舎 2007 －8－

８                              ［京都大・文］ 

[1] 命題 p について 

自然数 n に対し, n が有理数のとき, p, q を互いに素である自然数として,  

p
q

n  , 
2

2

p

q
n   

2p , 2q も互いに素であるので, 12 p , すなわち 1p である。 

よって, n が有理数のとき, n は自然数である。 

さて, n と 1n がともに有理数, すなわち整数と仮定すると,  

1
1
11 ＜

nn
nn


  

これは, n と 1n がともに整数であることに反する。 

よって, 命題 p は正しくない。 

[2] 命題 q について 

[1]から, すべての n に対して, n と 1n の少なくとも一方は無理数である。 

(i)  n , 1n の一方が有理数, もう一方が無理数のとき 

このとき, nn 1 は無理数となる。 

(ii) n , 1n のともに無理数のとき 

nn 1 が有理数と仮定すると, r, s を互いに素である自然数として, 

r
snn 1 , 

r
snn 1  

両辺を 2 乗して,  

2

221
r
sn

r
snn  , 

s
r

r
sn

22
  

すると, 左辺は無理数, 右辺は有理数となり成立しない。 

よって, nn 1 は無理数である。 

(i)(ii)より, 命題 q は正しい。 

 

［解 説］ 

どこかで出合ったことがあると感じる問題です。結論の予測が正しければ, 背理法

を利用するだけで, その根拠が説明できます。 
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９                                ［京都大］ 

まず, 0 dcba ……①, 0 pbcad ……②より,  

0)(  pbccbaa , pbcacaba 2  

変形して, pcaba  ))(( ………③ 

ここで, dcba ≧≧≧ ……④より, caba  ≧  

①④より, )(20 bababadcba  ≦ から, 0≧ba   

よって, p は素数なので, ③から, 

pba  ………⑤, 1 ca ………⑥ 

⑤より apb  ……⑤ , ⑥より ac  1 ……⑥  

①から, apaapad  1)1()( ………⑦ 

⑤ ⑥⑦を④に代入すると, apaapa  11 ≧≧≧ となり,  

apa ≧ ………⑧, aap  1≧ ………⑨, apa  11 ≧ ………⑩ 

⑧より
2
p

a≧ , ⑩より 1
2
p

a ≦ となり, 1
22
p

a
p

≦≦ ………⑪ 

また, ⑨は p≧1 となり成立する。 

そこで, p は 3 以上の素数, すなわち奇数であることを用いると, ⑪から,  

2
1 p

a  

すると, ⑤ ⑥⑦から,  

2
1

2
1  pp

pb , 
2

1
2

1
1

 pp
c , 

2
1

2
1

1
 pp

pd  

 

［解 説］ 

京大らしい味わい深い整数問題です。不等式によって値が定まりますが, そのポイ

ントは, 2 以外の素数は奇数という事実です。 
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10                                ［一橋大］ 

(1) 放物線 nnnn cxbxayH  2: 2 と x 軸との共有点は,  

022  nnn cxbxa ………① 

①の判別式を nD とし, さらに n
n DD 

4
とおく。 

条件から, nn aa 41  ……②, nnn abb 21  ……③, nn
n

n bacc 
4

1 ……④ 

ここで, ②③④より,  

nnnn cabD  2  11
1

1
2

11 4
4)2( 


  nn

n
nnn bacaab  

 11
2

111
2

111
2

1 4444   nnnnnnnnn baacaabab  

 111
2

1   nnnn Dcab  

すると, 21 a , 31 b , 41 c から,  

014232
11

2
11 ＞ cabDDn  

よって, nH は x 軸と 2 点で交わる。 

(2) ①の解は, 
n

n

n

nn

a
b

a
Db

x 1


 なので,  

nnQP
nn

n

n

n

aa
b

a
b 211   

②より, 142  n
na となり,  




n

k
kk

1

QP  











n

k

kn

k
k

1

1

1
1 4

1
42
2

 
   n

n

4
11
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4

4
11

4
11





  

 

［解 説］ 

まず, 一般項 na , nb は簡単に求まりますが, nc を求めるには, 計算に時間がかかり

そうです。そこで, 方向転換をしたのが上記の解です。 
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11                                ［東北大］ 

(1) 2x を 1262  xx で割ると, )126(1)126( 22  xxxx より,  

62 a , 122 b  

(2) nx を 1262  xx で割った商を )( xqn とおくと, 条件より,  

)()()126( 2
nnn

n bxaxqxxx   

すると, )()()126( 221 xbxaxqxxxx nnn
n   

      xbxxxaxqxxx nnn  )126()126()()126( 22  

      nnnnn axbaaxxqxx 12)6()()126( 2   

ここで, 1nx を 1262  xx で割った余りが 11   nn bxa より,  

nnn baa  61 , nn ab 121  ………(＊) 

(3) (1)より 62 a , 122 b なので, (＊)から, 帰納的に na と nb はともに 6 の倍数で

あり, 素数の公約数として, 2 と 3 をもつ。 

さて, na と nb が 5 以上の素数 m を公約数としてもつとき, k, l を整数として,  

kman  , lmbn   

(＊)から, kmba nn   116 , lman 112  

lman  1
2 32 , )2(2 1 lkmbn   

m≧5 より, 1na と 1nb は素数 m を公約数としてもつ。 

すると, 帰納的に, 2a と 2b は素数 m を公約数としてもつことになるが, これは

62 a , 122 b に反する。 

以上より, na と nb の公約数で素数となるものは 2 と 3 のみである。 

 

［解 説］ 

(3)では, 記述はしていませんが, 3a と 3b も計算をして結論を推測しています。そ

の後, 簡略に書きましたが, 帰納法を用いて証明をしています。 
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12                              ［東京大・理］ 

まず, kx )1(  を二項展開すると,  
k

kkkkk
k xxxx CCCC)1( 2

210   k
kk xxx  2

21 CC1  

また, m≧n として, 整式 )( xP の次数を m とおき,  
m

m
n

n xaxaxaxaaxP  2
210)(  

これより, )()1( xPx k は, km  次の整式となり,  

)()1( xPx k km
km

n
n xbxbxbxbb 

 2
210  

係数を比べると,  

00 ab  , 1011 Ckaab  , 201122 CC kk aaab  , ……,  

nkknknnn aaaab CCC 02211    ………(＊) 

ただし, k＜i のとき 0C ik とする。 

ここで, )()1( xPx k の n 次以下の項の係数 nbbbb ,,,, 210  がすべて整数で

あるとき, (＊)より,  

00 ba  , 1011 Ckaba  , 201122 CC kk aaba  , ……,  

nkknknnn aaaba CCC 02211     

これより, naaaa ,,,, 210  はすべて整数となる。 

よって, )( xP の n 次以下の項の係数はすべて整数である。 

 

［解 説］ 

上の解では簡単に記していますが, 証明の構図は「 0a が整数→ 1a が整数→ 2a が整

数→ … → na が整数」です。 
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