
2018 ２次数学セレクション（複素数） 問題 

 －1－ 

１                                 [千葉大] 

複素数 2 2cos sin9 9z iπ π  に対し, 8z zα   とおく。 ( )xf は整数係数の 3 次多

項式で, 3 次の係数が 1 であり, かつ ( ) 0α f となるものとする。ただし, すべての

係数が整数である多項式を, 整数係数の多項式という。 
(1) ( )xf を求めよ。ただし, ( )xf がただ 1 つに決まることは証明しなくてよい。 
(2) 3 次方程式 ( ) 0x f のα 以外の 2 つの解を, α の 2 次以下の, 整数係数の多項式

の形で表せ。 
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１                                 [千葉大] 

(1) 2 2cos sin9 9z iπ π  のとき, 9 cos2 sin2 1z iπ π   となり,  

8 1z z    2 2cos sin9 9iπ π    2 2cos sin9 9iπ π   

すると, 8z zα   22cos 9
π となり, 2cos 9 2

π α ………① 

ここで, 3 倍角の公式より, 32 2 2cos 4cos 3cos3 9 9
π π π  となるので, ①より,  

31 4 32 8 2
α α     , 31 3α α   , 3 3 1 0α α   ………② 

②より, α は 3 3 1 0x x   の解なので, 3( ) 3 1x x x  f となる。 
(2) ( )xf を x α で割ると, ②から, 2 2( ) ( )( 3)x x x xα α α    f  

すると, ( ) 0x f のα 以外の 2 つの解は,  
2 2 24( 3) 12 3

2 2x α α α α α      
  ………③ 

ここで, ①から, 2 2 22 212 3 12 3 4cos 12sin9 9
π πα     となるので, ③より,  

2 2cos 3 sin9 9x π π   32 212 cos sin2 9 2 9
π π    

 2 2 2 22 cos cos sin sin3 9 3 9
π π π π   2 22cos 3 9

π π   

よって, 42cos 9x π または 82cos 9x π となり, ①②より,  

 24 22cos 2 2cos 19 9
π π 

2 24 2 24
α α      

 28 42cos 2 2cos 19 9
π π  2 2( 2) 2α   4 24 2α α    

   2(3 1) 4 2α α α    2 2α α    
以上より, ( ) 0x f のα 以外の 2 つの解は, 2 2α  , 2 2α α   である。 

 
［解 説］ 

複素数の極形式についての問題です。3 倍角の公式がポイントになりますが, 問題

文にその利用が暗示されています。また, 解と係数の関係を併用すると, 解答例が少

し簡略になります。 
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２                                 [九州大] 

α を複素数とする。等式 2 2( 2) (2 1) 0z i zα α    を満たす複素数 z をすべ

て求めよ。ただし, i は虚数単位である。 
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２                                 [九州大] 

まず, 与えられた等式 2 2( 2) (2 1) 0z i zα α    に対して,  
2 2(2 1) ( 2)i z zα α    ………① 

①の両辺に共役複素数をとると, 2 2(2 1) ( 2)i z zα α   ………② 

①×②より, 2 22 2(2 1) ( 2)zz zα αα   となり,  
2 2 2 22 2(2 1) ( 2)z zα α   , 2 2(2 1) ( 2)z zα α    

z についてまとめると, 2 2(2 1) 2 0z zα α α    ………③ 
(i)  0α  ( 0 )α  のとき ③より 0z  となり, 0z  である。 
(ii) 0α  ( 0 )α  のとき ③より ( 1)( 2 ) 0z zα α   となり,  

1z
α

 , 2z α  

(ii-i)  1z
α

 のとき 
2

2
2 2

1 212 2z α

α α


    となり, ②より,  

2

2
( 2)

(2 1)
zz

i
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α






2

2 2
1 2
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(ii-ii) 2z α のとき 
2 22 4 2z α   22(2 1)α  となり, ②より,  

2

2
( 2)
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zz

i
α
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2

2
2 (2 1)

(2 1)i
α α
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2
i
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［解 説］ 

複素数の計算についての問題です。題意は, 与えられた等式から z を求めるわけで

すが, 上の解答例では, 2zz z という関係式を用いて邪魔な z を消去するという方

針を立て, z についての方程式③を導いています。 
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３                                [北海道大] 

4z z が実数となるような 0 と異なる複素数 z の全体を D とする。 

(1) D を複素数平面上に図示せよ。 
(2) k を実数とする。D に属する z で方程式    4 48k z i zz z    を満たすものが

存在するような k の値の範囲を求めよ。ただし, i は虚数単位を表す。 
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３                                [北海道大] 

(1) 0z  のとき, 4z z が実数なので, 4 4z zz z
   となり,  

( ) 4( ) 0zz z z z z    , ( )( 4 ) 0z z zz    
2( )( 4 ) 0z z z    

よって, z z または 2z  から, z は 0 でない実数また

は絶対値が 2 の複素数である。これを複素数平面上に図示

すると, 右図の太線部となる。ただし, 原点は除く。 
(2) k を実数とし, 方程式    4 48k z i zz z    ……①に対して, (1)から,  

(i)  z が実数 ( 0 )z  のとき 

 4 8k z z  および 4z z は実数より, 4 0z z  のときは①が成立しない。 

すると, 4 0z z  から 2z  となり, このとき 0k  である。 

(ii) z が 2z  を満たす虚数のとき 

2( cos sin )z iθ θ  ( sin 0)θ  と表せ, 4 2( cos sin )iz θ θ  から,  

4 4cosz z θ  , 4 4 sinz iz θ   

①に代入すると, (4cos 8) 4sink θ θ  , sin
cos 2k θ

θ



………② 

②から, sin 0
cos ( 2)k θ

θ
 

 
と表せ, k は原点が中心

の単位円周上の点 ( cos , sin )θ θ と点 ( 2, 0 ) を結ぶ線分

の傾きとなる。 
そこで, sin 0θ  に注意し, 右図の円の接線と x 軸の

なす角が 30 から, 1 1
3 3

k ≦ ≦ ( 0 )k  となり,  

1 1
3 3

k ≦ ≦  ( 0 )k   

(i)(ii)より, ①が成り立つ k の値の範囲は, 1 1
3 3

k ≦ ≦ である。 

 
［解 説］ 

複素数についての総合的な問題です。(1)では「z が実数 ⇔ z z 」に着目して数

式処理をしています。また, (2)は①式の形から極形式を設定しました。なお, 後半は

微分法の利用でも構いませんが, 上記の線分の傾きを対応させる方法も有名です。 
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４                                 [東北大] 

α を複素数とする。複素数 z の方程式 2 2 0z z iα   ……①について, 以下の問

いに答えよ。ただし, i は虚数単位である。 
(1) 方程式①が実数解をもつようにα が動くとき, 点α が複素数平面上に描く図形を

図示せよ。 
(2) 方程式①が絶対値 1 の複素数を解にもつようにα が動くとする。原点を中心にα

を 4
π 回転させた点を表す複素数を β とするとき, 点 β が複素数平面上に描く図形を

図示せよ。 
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４                                 [東北大] 

(1) 複素数α に対し, 複素数 z の方程式 2 2 0z z iα   ……①について, 0z  では

成立しないことより 0z  となり, ①より,  
2 2z i

zα  2iz z  ………② 

さて, 方程式①が実数解をもつとき, t を実数として z t を②に代入すると,  
2t itα   ………③ 

ここで, x yiα   とおくと, ③より,  
x t , 2y t  

これより, 点α は複素数平面上で双曲線 2y x を描く。

図示すると, 右図のようになる。 
(2) 方程式①が絶対値 1 の複素数を解にもつとき, θ を実

数として, cos sinz iθ θ  とおくと, 1 cos( ) sin( )iz θ θ    cos siniθ θ   

②に代入すると, cos sin 2 ( cos sin )i i iα θ θ θ θ    から,  
( cos 2sin ) (2cos sin )iα θ θ θ θ    ………④ 

さて, 点α を原点を中心に 4
π 回転させた点 β は,  

 cos sin4 4iπ πβ α  2 (1 )2 i α  ………⑤ 

④⑤より, 2 (1 ){ ( cos 2sin ) (2cos sin ) }2 i iβ θ θ θ θ     となり,  

2 { ( cos sin ) 3 (sin cos ) }2 iβ θ θ θ θ      

     2 2 cos 3 2 sin2 4 4iπ πθ θ      

    cos 3 sin4 4iπ πθ θ    ………⑥ 

ここで, x yiβ   とおくと, ⑥より,  

 cos 4x πθ  ,  3sin 4y πθ   

これより, 点 β は複素数平面上で楕円
2

2 19
yx   を描く。図示

すると, 右図のようになる。 
 
［解 説］ 

複素数平面上の軌跡に関する問題です。点α や点 β の軌跡を求めるので, 与えられ

た①ではなく, 変形した②をもとに計算を進めています。 
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５                                 [熊本大] 

複素数平面上で 1z i z i    を満たす点 z の全体を H とおく。以下の問いに

答えよ。ただし, 複素数の偏角θ の範囲は0 2θ π≦ ＜ とする。 

(1) H の点 z に対して, z の偏角 1θ のとりうる値の範囲を求めよ。 
(2) H の点 z に対して 1w z とする。w の絶対値 2r と偏角 2θ のとりうる値の範囲を

それぞれ求めよ。 
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５                                 [熊本大] 

(1) 複素数平面上で, A ( )i , B( )i , P( )z とおくと, 1z i z i    より,  

BP AP 1   
すると, 点 P の描く図形 H は 2 点 A, B を焦点とする双曲線である。 

ここで, z x yi  とおき, 
22

2 2: 1yxH
a b

  とすると, 1c  かつ2 1b  で,  

2 2 311 4 2a c b      

これより, 
2 24: 4 13

xH y  となり, 漸近線は,  

1
3

by x xa   

ただし, BP AP より 0y  であり, 図形 H を図示

すると右図の曲線となる。 
そして, 2 本の漸近線と実軸の正の向きとのなす角が 6

π より, z の偏角 1θ のとり

うる値の範囲は, 10 2θ π≦ ＜ で考えると, 1
5

6 6
π θ π  である。 

(2) 1w z のとき, 2
1r w z  となり, (1)より 1

2z ≧ なので 20 2r＜ ≦ である。 

また, n を整数として, 2
1arg arg 2 argw n zzθ π    12nπ θ  より,  

2
52 26 6n n ππ π θ π     

20 2θ π≦ ＜ より 1n  として, 2
7 11
6 6π θ π  である。 

 
［解 説］ 

双曲線の絡んだ複素数と図形の基本的な問題です。(1)は, x と y を用いて絶対値の

計算を行っても構いません。 
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６                                 [筑波大] 

複素数α に対して, 複素数平面上の 3 点O(0) , A( )α , 2B( )α を考える。次の条件

(Ⅰ), (Ⅱ), (Ⅲ)をすべて満たす複素数α 全体の集合を S とする。 
(Ⅰ) α は実数でも純虚数でもない。 
(Ⅱ) 1α  である。 

(Ⅲ) 三角形 OAB は直角三角形である。 
このとき, 以下の問いに答えよ。 

(1) α が S に属するとき, OAB 2
π  であることを示せ。 

(2) 集合 S を複素数平面上に図示せよ。 
(3) x, y を 2 x yiα   を満たす実数とする。α が S を動くとき, xy 平面上の点

( , )x y の軌跡を求め, 図示せよ。 
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６                                 [筑波大] 

(1) 3 点O(0) , A( )α , 2B( )α に対して, △OAB は直角三角形より,  

(a) AOB 2
π  のとき argα θ とおくと 2arg 2α θ となり, n を整数として,  

2 2 nπθ θ π   , 2 nπθ π   

ところが, これはα が純虚数でないことに反する。 
(b) OBA 2

π  のとき 辺 OA が斜辺となるので, OA OB となり,  
22α α α  , 1 α  

ところが, これは 1α  に反する。 

(a)(b)より, OAB 2
π  である。 

(2) OAB 2
π  より, 2 2 2OB OA AB  となり,  

2 2 22 2α α α α    

すると, 2 2 2 2( )( )α α αα α α α α    から,  
 2 2 2 2( ) ( ) ( )α α αα α α α α     

   2 2 2 2( ) ( )αα α α α α α α αα      
これより, 2 22 ( ) 0αα α α α α   となり,  

(2 ) 0αα α α    

0αα  より, 2 0α α   となり, 12
α α   

よって, α の実部は 1 となるので, α 全体を図示すると右

図の直線である。ただし, 1α  は除く。 
(3) (2)より, 0 でない実数 k をとり, 1 kiα   とおくと,  

2 2 2(1 ) 1 2ki k kiα      ( 0 )k   

ここで, 2 x yiα   なので, 21x k  , 2y k となり,  
2

1 4
yx    ( 0 )y   

よって, 点 ( , )x y の軌跡を図示すると, 右図の放物線となる。

ただし, 点 (1, 0 )は除く。 

 
［解 説］ 

複素数と図形についての標準的な問題です。(2)はいろいろな方法が考えられますが, 
解答例では三平方の定理を利用しました。 
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７                                 [広島大] 

複素数平面上の 4 点A( )α , B( )β , C( )γ , D( )δ を頂点とする四角形 ABCD を考

える。ただし, 四角形 ABCD は, すべての内角が180より小さい四角形（凸四角形）

であるとする。また, 四角形 ABCD の頂点は反時計回りに A, B, C, D の順に並んでい

るとする。四角形 ABCD の外側に, 4 辺 AB, BC, CA, DA をそれぞれ斜辺とする直角

二等辺三角形 APB, BQC, CRD, DSA を作る。次の問いに答えよ。 
(1) 点 P を表す複素数を求めよ。 
(2) 四角形 PQRS が平行四辺形であるための必要十分条件は, 四角形 ABCD がどの

ような四角形であることか答えよ。 
(3) 四角形 PQRS が平行四辺形であるならば, 四角形 PQRS は正方形であることを

示せ。 
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７                                 [広島大] 

(1) 複素数平面上で, A ( )α , B( )β , C( )γ , D( )δ を

頂点とする四角形 ABCD に対し, その外側に 4 辺

AB, BC, CA, DA をそれぞれ斜辺とする直角二等辺

三角形 APB, BQC, CRD, DSA を作る。このとき, 
P( )z , Q( )u , R( )v , S( )w とおく。 

すると, P は B を中心に A を 4
π 回転し, 距離を

1
2
倍したものとなり,  

 1 cos sin ( )4 42
z iπ πβ α β    1 ( )2

i α β   

よって, 1 1
2 2

i iz α β   である。 

(2) (1)と同様にして, 1 1
2 2

i iu β γ   , 1 1
2 2

i iv γ δ   , 1 1
2 2

i iw δ α    

さて, 四角形 PQRS が平行四辺形であるための必要十分条件は,  

2 2
z v u w  , z v u w    

すると, 1 11 1
2 2 2 2

i ii iα β γ δ     1 11 1
2 2 2 2

i ii iβ γ δ α       

0i i i iα β γ δ    , α γ β δ   ………(＊) 

よって, 2 2
α γ β δ  となり, 四角形 ABCD は平行四辺形である。 

(3) 四角形 PQRS が平行四辺形であるとき, (＊)よりδ α β γ   となり,  
1 11 1

2 2 2 2
i ii iw z δ α α β        

  1 11 1( )2 2 2 2
i ii iα β γ α α β        11

2 2
iiα β γ    

また, 1 11 1
2 2 2 2

i ii iu z β γ α β       1 1
2 2

i iiα β γ    から,  
2 22( ) 2 2

i i i ii u z iα β γ     11
2 2

iiα β γ    

よって, ( )w z i u z   となり, すなわち S は P を中心に Q を 2
π 回転したもの

となるので, PS PQ かつ QPS 2
π  より四角形 PQRS は正方形である。 

 
［解 説］ 

複素数と図形に関する頻出問題です。なお, (2)の平行四辺形については, 「2 本の

対角線が互いに他を二等分する」という条件を利用しています。 

A( )α

B( )β C( )γ

D( )δP( )z

Q( )u

R( )v

S( )w
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８                                 [金沢大] 

a, b, c を正の数とする。楕円
22

2 2: 1yxC
a b

  が, 4 点 ( , 0 )c , (0, )c , ( , 0 )c , 

(0, )c を頂点とする正方形の各辺に接しているとする。4 つの接点を頂点とする四

角形の面積を S, 楕円 C で囲まれる図形の面積を T とする。このとき, 不等式

2S
T π

≦ が成り立つことを証明せよ。また, 等号が成り立つのはどのようなときか答え

よ。 
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８                                 [金沢大] 

楕円
22

2 2: 1yxC
a b

  と 4 点 ( , 0 )c , (0, )c , ( , 0 )c , 

(0, )c を頂点とする正方形の第 1 象限の接点 P の座標を

( cos , sin )a bθ θ  0 2
πθ  とおくと, 接線の方程式は,  

2 2
cos sin 1a bx y
a b

θ θ  , cos sin 1x ya b
θ θ   

この接線が, 点 ( , 0 )c , (0, )c を通るので,  
cos 1c
a
θ  ………①, sin 1c

b
θ  ………② 

①②より, cos a
cθ  , sin b

cθ  となり,    2 2
1a b

c c  , 2 2 2a b c  ………③ 

このとき, 第 1 象限の接点の座標は 
2 2

,a b
c c となり, 4 つの接点を結んでできる四

角形は, 対称性から長方形となるので, ③を利用すると, その面積 S は,  
2 2 2 2

2
44 a b a bS c c c

   
2 2

2 2
4a b

a b



 

また, 楕円 C で囲まれる図形の面積 T は,  
2 bT a abaπ π    

このとき, 
2 2

2 2 2 2
4 42 2 1 2

( )
S a b ab
T aba b a bπ π π π π

     
 

 2 2
22 1 ab

a bπ
 


………④ 

ここで, 相加平均と相乗平均の関係より,  
2 2 2 22 2a b a b ab ≧ , 2 2

2 1ab
a b

≦  (等号はa b のとき成立)………⑤ 

④⑤より, 2 0S
Tπ

 ≧ , すなわち 2S
T π

≦ が成り立つ。 

また, 等号成立は, ③も合わせると, 
2
ca b  のときである。 

 
［解 説］ 

楕円を題材とした基本的な問題です。式変形を進めると, 相加平均と相乗平均の関

係を利用することが推測できます。もっとも, c とθ で処理する手もありますが。 
 

O x 

y 

c

c

c

c

a

b

b

a

P 
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９                                 [神戸大] 

k を 2 以上の整数とする。また,  1
1 1( ) ( 1) kx k xk x 

  f とおく。以下の問いに

答えよ。 
(1) 0x  において, 関数 ( )y x f の増減と漸近線を調べてグラフの概形をかけ。 
(2) 数列 { }nx が 1 1x  , 1 ( )n nx x  f ( 1, 2, )n   を満たすとき, 1nx  を示せ。 

(3) (2)の数列 { }nx に対し, 1
11 ( 1)n n

kx xk
   を示せ。また lim n

n
x


を求めよ。 
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９                                 [神戸大] 

(1) k を 2 以上の整数とし,  1
1 1( ) ( 1) kx k xk x 

  f ( 0 )x  に対して,  

 11( ) 1 k
kx kk x
   f 1 1k

k
k x

k x
    

これより, ( )xf の増減は右表のようになる。 
また , 

0
lim ( )

x
x


f , lim ( )

x
x


f であり , 

x のとき, 漸近線 y ax b  の存在を仮定すると,  

 ( ) 1 1lim lim 1 kx x

xa kx k x 
   

f 1k
k
  

  1
1 1 1lim ( ) lim kx x

kb x xk k x  

   f 0  

よって, 漸近線は, 0x  および 1ky xk
 となり, 

( )y x f のグラフの概形は右図のようになる。 
(2) 1 1x  , 1 ( )n nx x  f のとき, 1nx  であることを数学的帰納法によって示す。 

(i)  1n  のとき 1 1x  より成立する。 
(ii) n l のとき 1lx  と仮定すると, (1)から 1 ( ) 1l lx x  f となる。 

よって, 1n l  のときも成立する。 
(i)(ii)より, 1nx  である。 

(3) 1 ( )n nx x  f , 1 (1) f より, 1 1 ( ) (1)n nx x   f f ………① 
ここで, 1nx  のとき, 平均値の定理より, ある nc (1 )n nc x  において,  

( ) (1) ( )( 1)n n nx c x  f f f ………② 
①②より, 1 1 ( )( 1)n n nx c x   f となるので,  

1
111 ( 1)

k
n

n nk
n

ckx xk c


     1 11 ( 1)nk
n

k xk c
    

さらに, 2k≧ で 10 1 1k
nc

   から, 1
11 ( 1)n n

kx xk
   ………③ 

すると, 1 0nx   であり, ③から 2n≧ において,  

  1
1

10 1 ( 1)
n

n
kx x k

    ………④ 

よって, 10 1k
k
  から, ④より lim( 1) 0n

n
x


  すなわち lim 1n

n
x


 である。 

 
［解 説］ 

非常に丁寧な誘導のついた数列の極限問題です。(1)で問われている斜めの漸近線, 
(3)の平均値の定理の利用については, 必須技法の 1 つです。 

x 0 … 1 … 
( )xf   － 0 ＋ 
( )xf     1   

O x 

y 

1 

1 

1k
k




2018 ２次数学セレクション（極限） 問題 

 －2－ 

10                                 [筑波大] 

2 20
4( )

x
x dt

t
π
π


f とし , c π≧ とする。数列 { }na を 1a c , 1 ( )n na a  f  

( 1, 2, )n   で定める。 

(1) ( )πf を求めよ。また, x π≧ のとき, 20 ( )x
π

＜ ≦f が成り立つことを示せ。 

(2) すべての自然数 n に対して, na π≧ が成り立つことを示せ。 

(3) すべての自然数 n に対して, 1
2

n na aπ π
π  ≦ が成り立つことを示せ。また, 

lim n
n

a


を求めよ。 
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10                                 [筑波大] 

(1) 2 20
4( )

x
x dt

t
π
π


f に対して, 2 20

4( ) dt
t

π ππ
π


f となる。 

tant π θ  2 2
π πθ   とおくと, 2

2 (1 tan )
cos

dt d dπ θ π θ θ
θ

   より,  

4 2
2 20

4( ) (1 tan )
( tan 1)

d
π

ππ π θ θ
π θ

  
f 4

0
4 d

π

θ  4 4
π π    

また, 2 2
4( )x

x
π
π

 


f となり, x π≧ のとき 2 2 22x π π ≧ から,  

2 2 2
1 10

2x π π
＜ ≦ , 2

1 20 ( ) 4
2

x π
ππ

  ＜ ≦f  

(2) 数列 { }na が 1a c π ≧ , 1 ( )n na a  f を満たすとき, すべての自然数 n に対して

na π≧ が成り立つことを数学的帰納法を用いて証明する。 
(i)  1n  のとき 1a c π ≧ より成立。 
(ii) n k のとき ka π≧ と仮定する。 

このとき, (1)より ( )π π f で, しかも ( ) 0x f から ( )xf は単調増加するので,  

1 ( ) ( ) 0k ka aπ π    ≧f f  
よって, 1ka π ≧ となり, 1n k  のときも成立。 

(i)(ii)より, すべての自然数 n に対して na π≧ が成り立つ。 

(3) まず, na π のときは 1 ( )na π π  f となり, 1
2

n na aπ π
π  ≦ は成立。 

次に, na π のときは, 平均値の定理より,  
( ) ( ) ( )( )n n na b aπ π  f f f  ( )n nb aπ    

すると, 1 ( ) ( )n na aπ π   f f と合わせて,  
1 ( ) ( ) ( )n n n na a b aπ π π     f f f  ( )n nb aπ    

ここで, (1)から 20 ( )nb
π

＜ ≦f なので, 2( )n n nb a aπ π
π

  ≦f となり,  

1
2

n na aπ π
π  ≦  

以上より, すべての自然数 n に対して, 1
2

n na aπ π
π  ≦ が成り立ち,  

   1 1
1

2 2( )
n n

na a cπ π π
π π

 
   ≦  

すると, n のとき   12( ) 0
n

c π
π


  となるので, lim 0n

n
a π


  より,  

lim n
n

a π


  

 
［解 説］ 

平均値の定理を利用して, 数列の極限を求める有名問題です。 
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11                                [名古屋大] 

自然数 n に対し, 定積分
1

20 1
n

n
xI dx

x


 を考える。このとき, 次の問いに答えよ。 

(1) 2
1

1n nI I n 


を示せ。 

(2) 1
10 1n nI I n 

≦ ≦ ≦ を示せ。 

(3) lim n
n

nI


を求めよ。 

(4) 
1

1

( 1)
2

kn
n

k
S k






  とする。このとき(1), (2)を用いて lim n

n
S


を求めよ。 
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11                                [名古屋大] 

(1) 
1

20 1
n

n
xI dx

x


 に対して, 
1 2

2 20 1
n

n
xI dx

x


 
 より,  

2n nI I 
21

20

(1 )
1

nx x dx
x





1

0

nx dx 
1 1

01
nx

n


    
1

1n


………① 

(2) 0 1x≦ ≦ において
1

2 20
1 1

n nx x
x x



 
≦ ≦ より, 

1 11

2 20 0
0

1 1
n nx xdx dx

x x


  ≦ ≦  

10 n nI I≦ ≦ ………② 

すると, 2 0nI  ≧ となり, ①から 1
1nI n

≦ ………③ 

②③より, 1
10 1n nI I n 

≦ ≦ ≦ ………④ 

(3) 3n≧ のとき, ②から 2 1 1 20 n n n n nI I I I I   ≦ ≦ ≦ ≦ ≦ となるので, ①より,  

2
1 21 n n nI I In  


≦ , 2
1 21 n n nI I In  


≧  

よって, 1 1
2( 1) 2( 1)nIn n 

≦ ≦ から, 2( 1) 2( 1)n
n nnIn n 

≦ ≦ となり,  

1lim 2n
n

nI


  

(4) 
1

1

( 1)
2

kn
n

k
S k






  に対して, 

1( 1)
2

n

na n


 とおく。 

①から, 2 1 2 1
1
2n nI I n   となるので, 1

2 1 2 1( 1) ( )n
n n na I I

    より,  
1

1 3 3 5 5 7 7 9 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )n
n n nS I I I I I I I I I I

              
 1

1 2 1( 1)n
nI I
    

ここで, ④より lim 0n
n

I


 となるので, 1
2 1lim( 1) 0n

n
n

I



  となり,  

1lim n
n

S I



1

20 1
x dx

x



12
0

1 log( 1)2 x    
1 log22  

 
［解 説］ 

定積分と極限の融合問題です。問題文にも暗示されているように, (1)→(2)→(3)とい

う流れと, (1)→(2)→(4)という流れで, 設問が構成されています。 
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12                                [名古屋大] 

a を 1 より大きい実数とする。このとき, 次の問いに答えよ。 
(1) 関数 xy a と logay x のグラフの共有点は, 存在すれば直線 y x 上にあるこ

とを示せ。 
(2) 関数 xy a と logay x のグラフの共有点は 2 個以下であることを示せ。 
(3) 関数 xy a と logay x のグラフの共有点は 1 個であるとする。このときの共有

点の座標と a の値を求めよ。 
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12                                [名古屋大] 

(1) 1a  のとき, xy a ……①と logay x ……②のグラフが, 共有点 ( , )p q をも

つとすると, ①②から, 0p , 0q  で,  
pq a ………③, logaq p ………④ 

④より, qp a となり, ③と合わせて, p qq ap
 ………⑤ 

(i)  p q のとき 0 1q
p  で 1p qa   より, ⑤は成立しない。 

(ii) p q のとき 1q
p  で 1p qa   より, ⑤は成立しない。 

(iii) p q のとき 1q
p  で 1p qa   より, ⑤は成立する。 

(i)～(iii)より, ①と②のグラフが共有点をもつとき, それは直線 y x 上にある。 
(2) (1)より, ①と②のグラフが共有点は, ②と直線 y x の共有点なので,  

logax x , log
log

xx a , loglog xa x ………⑥ 

さて, log( ) xx xf とおくと, ( ) logx af の解が①と②のグラフが共有点の x

座標に対応し,  

2
1 log( ) xx

x
 f  

すると, ( )xf の増減は右表のようになる。さらに, 

0
lim ( )

x
x


f , lim ( ) 0

x
x


f から , ( )y x f のグ

ラフは右図の曲線である。 
ここで, 1a  から log 0a  に注意すると, ⑥の解は

2 個以下, すなわち①と②のグラフの共有点は 2 個以下

である。 
(3) ①と②のグラフの共有点が 1 個であるとき, (2)より, x e となり, 共有点の座標

は ( , )e e である。また, このとき 1log a e より, 
1
ea e となる。 

 
［解 説］ 

微分の方程式への応用問題です。(1)と(2)は, 題意を考えると, グラフから明らかと

いうわけにはいきません。また, (2)では logay x と y x の組合せで処理しましたが, 
xy a と y x を組合せでも構いません。対数は微分と相性良しと思い, 前者を選択

しただけですので。 

x 0 … e … 
( )xf   + 0 － 

( )xf     1
e  

  

e 

1
e

y 

1 O x 

log a
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13                                 [大阪大] 

次の問いに答えよ。 

(1) 0x  の範囲で不等式 
2

log(1 )2 1
x xx x

x
   


が成り立つことを示せ。 

(2) x が 0x  の範囲を動くとき, 1 1
log(1 )y x x 


のとりうる値の範囲を求めよ。 
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13                                 [大阪大] 

(1) まず, 
2

( ) log(1 ) 2
xx x x   f ( 0 )x  とおくと,  

1( ) 11x xx
   


f

2

1
x

x


0  

これより, ( ) (0 ) 0x  f f となり, 
2

log(1 ) 2
xx x   ………① 

次に, ( ) log(1 )
1

xx x
x

  


g ( 0 )x  とおくと,  

 1 1( ) 11 12 1
xx xx xx

    
 

g 2 1
12(1 ) 1

x
xx x

 
 

 

  2 2 1
2(1 ) 1

x x
x x

  


 

24 4 4 4
2(1 ) 1

x x x
x x

   


 
0  

これより, ( ) (0 ) 0x  g g となり, log(1 )
1

x x
x

 


………② 

①②から, 0x  で,  
2

log(1 )2 1
x xx x

x
   


………③ 

(2) 1 1
log(1 )y x x 


( 0 )x  ……④に対して,  

2 2
1 1

(1 ){ log(1 ) }
y

x x x
  

 

2 2

2 2
(1 ){ log(1 ) }

(1 ){ log(1 ) }
x x x
x x x
  


 

 

②より, 
2 2{ log(1 ) }1

x xx  


すなわち 2 2(1 ){ log(1 ) }x x x   となり, 0y 

から, ④は 0x  で単調に減少する。 
ここで, x のとき, 1 1 0log(1 )y x x  


である。 

また, 0 2x  において, 
2 (2 ) 02 2

x xxx 
   となるので, ③から,  

1 1 2
log(1 ) (2 )

x
x x x x
  

 
, 2 (2 )1 1 1 1

log(1 ) (2 )
xx

x x x x x
     

 
 

すると, 0x  のとき, 2 (2 ) 1
(2 ) 2

x
x x x
 


 

1
2  

(1 ) 11 1
( 1 1)

xx
x x x

   
 

1
1 1x


 

1
2  

よって, 0x  のとき, 1 1 1
log(1 ) 2y x x  


となる。 

以上より, 0x  で, ④のとり得る範囲は, 10 2y  である。 

 
［解 説］ 

微分の応用と関数の極限に関する基本的な問題です。 
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14                                 [広島大] 

次の問いに答えよ。 
(1) すべての実数 t に対し, 1 tt e ≦ が成り立つことを示せ。 

(2) 定積分 4

0
1

1 sin dxx

π

 の値を求めよ。 

(3) 次の不等式を示せ。 4 sin

0
21 2 24 2

xe dx
π

π   ≦ ≦  
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14                                 [広島大] 

(1) ( ) 1tt e t  f とおくと, ( ) 1tt e  f  
すると, ( )tf の増減は右表のようになり, これより

( ) 0t ≧f であり,  
1 tt e ≦ ………① 

(2) 4

0
1

1 sinI dxx

π


 とし, cosu x とおくと sindu x dx から,  

4
20

1 sin
cos

xI dx
x

π
  4 4

2 20 0
sin1

cos cos
xdx dx

x x

π π
    

 
1
24

0 21
1tan x du
u

π
 

1
2

1
11 u

      1 ( 2 1)   2 2   

(3) ①より, sin1 sin xx e ≦ となり, 4 4 sin

0 0
(1 sin ) xx dx e dx

π π
 ≦ から,  

 4 sin 4
00

2cos 14 2
xe dx x x

π π π     ≧ ………② 

また, ①より sin1 sin xx e ≦ となり, 0 4x π≦ ≦ で sin 1
1 sin

xe x



≦ から,  

4 4sin

0 0
1

1 sin
xe dx dxx

π π


 ≦ ………③ 

ここで, (2)の結果を参照すると, ②③から,  
4 sin

0
21 2 24 2

xe dx
π

π   ≦ ≦  

 
［解 説］ 

定積分と不等式についての問題です。(2)の結果が(3)へのざっくばらんな誘導とな

っています。なお, (2)の定積分の計算は頻出です。 

t … 0 … 
( )tf  － 0 ＋ 
( )tf    0   
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15                                 [新潟大] 

自然数 n に対して, 関数 ( )n xf を 
3

2
0

1( ) ( ) (1 )
1

n
k

n
k

x x x
x x 

   
 

f  

と定める。ただし, 3( ) kx は 0k  のとき 1 とする。次の問いに答えよ。 

(1) 
3 31

2( ) ( 1)
1

nn
n

xx
x x


 

 
f を示せ。 

(2) 
1

0
4( ) 3(3 4 )n x dx n ≦f を示せ。 

(3) 無限級数  
0

1 1( 1) 3 1 3 2
k

k k k



 

  の和を求めよ。 

 



2018 ２次数学セレクション（積分法） 解答解説 

© 電送数学舎 2018 －2－ 

15                                 [新潟大] 

(1) 3
2

0

1( ) ( ) (1 )
1

n
k

n
k

x x x
x x 

   
 

f 3
2

0

1 (1 ) ( )
1

n
k

k
x x

x x 
   

 
 ………① 

(i)  3( ) 1x  ( 1)x  のとき 

3

0
( )

n
k

k
x




3( 1 )

3
1 ( )

1 ( )

nx
x

 


 

3( 1 ) 3( 1 )

3
1 ( 1)

1

n nx
x

   




1 3 3

2
1 ( 1)
(1 )(1 )

n nx
x x x

   


  
 

1 3 3

2 2
1 ( 1)1( )

1 1

n n

n
xx

x x x x

   
 

   
f

3 31
2( 1)

1
nn x

x x


 
 

………② 

(ii) 3( ) 1x  ( 1)x  のとき 
3

0
( )

n
k

k
x


 1n  となり, 1( 1) (1 1)( 1)1 1 1n n    

 
f 1

3  

これは, ②に 1x  をあてはめた値と一致する。 

(i)(ii)より, 
3 31

2( ) ( 1)
1

nn
n

xx
x x


 

 
f ………③ 

(2) ③より
1 1 3 31

20 0
( ) ( 1)

1
nn

n
xx dx dx

x x


 
  f

1 3 3

20 1
nx dx

x x



  ………④ 

ここで,  22 311 2 4x x x     より, 0 1x≦ ≦ において,  

23 1 14 x x ≦ ≦ , 2
1 41 31x x 

≦ ≦  

すると, 
1 13 3 3 4 13 3

2 00 0
4 4 4
3 3 3 4 3(3 4 )1

n nnx xdx x dx n nx x
 

        ≦ ………⑤ 

④⑤より, 
1

0
4( ) 3(3 4 )n x dx n ≦f ………⑥ 

(3) ①より, 
1 1 1

3
20 0 0 0

1( ) ( ) (1 )
1

n
k

n
k

x dx dx x x dx
x x 

   
 

  f ………⑦ 

ここで , 
1 1

3 3

0 00 0
( ) (1 ) ( ) (1 )

n n
k k

k k
x x dx x x dx

 
       に注意して , kI を

1
3

0
( ) (1 )k

kI x x dx   とすると, 
1

3

0 0 0
( ) (1 )

n n
k

k
k k

x x dx I
 

    となり,  

1
3 3

0
( 1) (1 )k k

kI x x dx  
1

3 3 1

0
( 1) ( )k k kx x dx    

 
3 1 3 2 1

0
( 1) 3 1 3 2

k kk x x
k k

 
        1 1( 1) 3 1 3 2

k
k k  
 

………⑧ 

また, 
 

1 1

2 20 0
1 1

311
2 4

dx dx
x x x


   

  と変形し, 2 2
π πθ   において, 

31 tan2 2x θ  とおくと, 2
2

3 31 (1 tan )2 2cos
dx d dθ θ θ

θ
    となり,  
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1 6 2
2 20 6

31 1 (1 tan )3 3 21 tan4 4
dx d

x x

π

π
θ θ

θ
  

  
  6

0
22
3

d
π

θ    

       4 2 36 93
π π   ………⑨ 

そこで, ⑦から, 
1 1 1

3
20 0 00

1( ) (1 ) ( )
1

n
k

n
k

x x dx dx x dx
x x

   
 

   f  

1 1

20 00

1 ( )
1

n
k n

k
I dx x dx

x x
 

 
   f  

⑧⑨を代入すると,  

 
0

1 1( 1) 3 1 3 2
n

k

k k k
 

 
1

0
2 3 ( )9 n x dxπ  f ………⑩ 

さらに, ⑥から, n のとき, 
1

0
4( ) 03(3 4 )n x dx n 
 ≦f となり,  

1

0
lim ( ) 0n
n

x dx


 f , 
1

0
lim ( ) 0n
n

x dx


 f ………⑪ 

⑩⑪より,  
0

1 1( 1) 3 1 3 2
k

k k k



 

  2 39 π である。 

 
［解 説］ 

定積分と無限級数の融合問題です。(3)は唐突な印象を与えますが, (1)と(2)での巧み

な誘導のため, 与えられた①を 0 から 1 まで積分するという方針に混乱はないでしょ

う。記述量は多めですが, 内容は基本の組合せとなっています。 
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16                               [東京医歯大] 

関数 ( ) log(1 )x x x  f について, 以下の各問いに答えよ。ここで log は自然対

数を表す。また
loglim 0

x

x
x

 を用いてよい。 

(1) p を実数とするとき, ( )x pf を満たす実数 x の個数を求めよ。 
以下, ( )xf の定義域を 0x ≧ に制限した関数の逆関数を ( )xg とする。 

(2) u を正の実数とする。 0p≧ のとき,  
1( ) { log( 1) }up p p u u uu

    ≦ ≦g  

を示せ。 
(3) p を正の実数とし, xy 平面において, 曲線 ( )y x g と直線 x p の交点を通り, 

直線 y x に平行な直線を l とする。また, l と x 軸および曲線 ( )y x g によって囲

まれた図形の面積を S とする。このとき, S を p を用いて表せ。 
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16                               [東京医歯大] 

(1) 関数 ( ) log(1 )x x x  f に対して,  
1( ) 1 1 1

xx x x
   

 
f  

すると, ( )xf の増減は右表のようになり,  

1 0 1 0
lim ( ) lim { log(1 ) }

x x
x x x

   
   f  

 log(1 ) 1lim ( ) lim 1 1x x

x xx x x x 

    


f  

これより, ( )y x f のグラフの概形は右図のようにな

り, ( )x pf を満たす実数 x の個数は, 0p  のとき 0 個, 

0p  のとき 1 個, 0p のとき 2 個である。 
(2) (1)より, ( )y x f に対し, 0x ≧ のとき y は 0y≧ で単調に増加する。このとき, 

( )xf の逆関数を ( )xg とする。 
さて, 0p≧ , 0q≧ として, ( )p qg とおくと, ( )p q f であり,  

( ) ( )p p q q  g f { log(1 ) } log(1 ) 0q q q q      ≧  
よって, ( )p p≦ g ………① 

また , 0u  として , 1 { log( 1) } ( )uF p u u u pu
      g と設定すると , 

( ) log(1 )u u u  f , ( ) 1
uu u

 


f であることより,  

1 { ( ) ( ) }( )F q u u q
u

   


f f
f

 

(i)  q u のとき 1 { ( ) ( ) } 0( )F u u u u
u

    


f f
f

 

(ii) q u のとき 平均値の定理より, ( ) ( ) ( )q u cq u
 


f f
f  ( )u c q   

ここで, 0x  で, 1( ) 1 1x x
  


f は正で単調増加より, ( ) ( )c u f f となり,  

( ) ( ) ( )q u uq u
 


f f
f , ( ) ( )

( )
q u q u

u


 


f f
f

 

よって, ( ) 0F q u u q     である。 

(iii) q u のとき (ii)と同様にして, ( ) ( ) ( )q u cq u
 


f f
f  ( )q c u   

そして, ( ) ( )c u f f から
( ) ( ) ( )q u uq u

 


f f
f となり, ( ) ( )

( )
q u q u

u


 


f f
f

 

よって, ( ) 0F q u u q     である。 

(i)～(iii)より, 0F ≧ となり, 1( ) { log( 1) }up p u u uu
    ≦g ………② 

①②より, 1( ) { log( 1) }up p p u u uu
    ≦ ≦g  

x 1  … 0 … 
( )xf  × － 0 ＋ 
( )xf     0   

1 O x 

y 
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(3) 0p として, 曲線 ( )y x g 上の点 ( , ( ) )p pg を通り, 傾きが 1 の直線 l の方程

式は, ( )q p g とおくと,  

y q x p   , y x p q    
そして, l と x 軸および曲線 ( )y x g によって囲まれた図形 D の面積を S とする。 
さて, ( )y x g ⇔ ( )x y f , y x p q   ⇔ x y p q   に注意して, 図形 D

を直線 y x に関して対称移動する。 
すると, 図形 D は直線 :m y x p q   と y 軸および曲線 ( )y x f によって囲ま

れた図形に移り, この図形をDとするとDの面積も S である。 
そこで, 曲線 ( )y x f と m の位置関係を考えると, 0 x q≦ ≦ で,  

( ) ( ) ( ) ( )x x p q x x q q      f f f log(1 ) log(1 ) 0x q    ≧  

これより, 図形Dおよび図形 D は右図のようになり,  

0
{ log(1 ) ( ) }

q
S x x x p q dx       

 
0

{ log(1 ) }
q

x p q dx      

  0 0
(1 )log(1 ) ( )

qqx x dx p q q       

 (1 )log(1 ) ( )q q q p q q       
ここで, ( )p q f より, log(1 )p q q   となり,  

(1 )( ) ( )S q q p q p q q       
 ( ) ( )q p q q p q p q q        

 p  

 
［解 説］ 

逆関数の絡んだ微積分の総合問題です。盛りだくさんです。なお, (2)では, 式の形

から平均値の定理を利用しましたが, 普通に微分しても構いません。また, (3)で l と

曲線 ( )y x g の位置関係について, (2)の不等式を利用することもできますが……。 

p O x 

y 

l 

( )y x g

q 

D

O x 

y 
p 

q 
m 

( )y x f

D
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17                                 [大阪大] 

2 つの関数 ( ) 2sin cos2t t t f , ( ) 2cos sin2t t t g を用いて定義される座標平

面上の曲線 
: ( )C x t f , ( )y t g   0 2t π≦ ≦  

を考える。 
(1) t が0 2t π≦ ≦ の範囲を動くとき, ( )tf および ( )tg の最大値を求めよ。 

(2) 1t , 2t を 1 20 2t t π≦ ＜ ≦ かつ 1 2( ) ( )t tf f を満たす実数とする。このとき , 
2 2

1 2( ) ( ) 0t t g g が成り立つことを示せ。 

(3) C と直線 1x  が囲む領域の面積 S を求めよ。 
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17                                 [大阪大] 

(1) まず, ( ) 2sin cos2t t t f に対して,  
( ) 2cos 2sin2t t t  f  

  2cos 4sin cost t t   
  2cos (1 2sin )t t   

これより, 0 2t π≦ ≦ における ( )tf の増減

は右表のようになり, ( )tf は 6t π のとき最大値 3
2 をとる。 

また, ( ) 2cos sin2t t t g に対して,  
( ) 2sin 2cos2t t t  g  

  22sin 2(1 2sin )t t    
  22(2sin sin 1)t t    
  2(2sin 1)( sin 1)t t    

これより, 0 2t π≦ ≦ における ( )tg の増減は右表のようになり, ( )tg は 6t π の

とき最大値 3 32 をとる。 

(2) 1 20 2t t π≦ ＜ ≦ のとき 1 2( ) ( )t tf f より, 1 1 2 22sin cos2 2sin cos2t t t t    
2 2

1 1 2 22sin 1 2sin 2sin 1 2sint t t t      
2 2

2 1 2 1sin sin sin sin 0t t t t    , 2 1 2 1( sin sin )(1 sin sin ) 0t t t t     

すると, 2 1sin sin 0t t  から, 1 2sin sin 1t t  ………① 
さて, 2 2( ) (2cos sin2 )t t t g について,  

2( )tg 2 24cos (1 sin )t t  2 24(1 sin )(1 sin )t t   34(1 sin )(1 sin )t t    
ここで, sinu t とおき, 3( ) (1 )(1 )h u u u   (0 1)u≦ ≦ と設定すると,  

2( ) 4 ( )t h ug ………② 
さらに, 1 1sinu t , 2 2sinu t とおくと, 1 20 1u u≦ ＜ ≦ となり, ②から,  

2
1 1( ) 4 ( )t h ug , 2

2 2( ) 4 ( )t h ug  

また, ①から, 1 2 1u u  ………③ 
③から, 3 3

1 1 1 2 1( ) (1 )(1 ) (1 )h u u u u u     , 3
2 1 2( ) (1 )h u u u  となり,  

3 3
1 2 2 1 1 2( ) ( ) (1 ) (1 )h u h u u u u u      

      2 2
2 1 1 2 1 2 1 2 1 2( ) 3 ( ) ( )u u u u u u u u u u       

      2 1 1 2 1 2 1 2( ){1 3 ( ) }u u u u u u u u     2 1 1 2( )(1 4 )u u u u    
ここで, ③および 1 2u u＜ に注意すると, 相加平均と相乗平均の関係から,  

1 2 1 21 2u u u u   , 1 24 1u u   
よって, 1 2( ) ( ) 0h u h u  となり, 2 2

1 2( ) ( ) 0t t g g である。 

t 0 … 6
π  … 2

π  

( )tf   ＋ 0 － 0 

( )tf  1   3
2  

  1 

t 0 … 6
π  … 2

π  

( )tg   ＋ 0 －  

( )tg  2   3 32  
  0 
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(3) 曲線 : ( )C x t f , ( )y t g  0 2t π≦ ≦ の概形は, 

(1)(2)から , 右図のようになる。ここで , C の

0 6t π≦ ≦ の部分を 1( )y y x , 6 2tπ π≦ ≦ の部分を

2( )y y x とおくと, C と直線 1x  が囲む領域の面積

S は,  
3
2

1 2
1

{ ( ) ( ) }S y x y x dx   

 
3 3
2 2

1 2
1 1

( ) ( )y x dx y x dx    

ここで, 変数を x から t に置き換えると,  
6 6

0 2

( ) ( ) ( ) ( )S t t dt t t dt
π π

π
   g f g f  

 6 2

0 6

( ) ( ) ( ) ( )t t dt t t dt
π π

π
   g f g f 2

0
( ) ( )t t dt

π

  g f  

 2

0
(2cos sin2 )(2cos 2sin2 )t t t t dt

π

    

 2 2 2

0
(4cos 2sin2 cos 2sin 2 )t t t t dt

π

    

 2

0
(2 2cos2 sin3 sin 1 cos4 )t t t t dt

π

       

 2
0

1 cos3 cos3t t t
π

     
1 ( 1) ( 1)2 3

π     4
2 3
π   

 
［解 説］ 

パラメータ曲線と面積についての問題です。曲線 C の概形を書くために, (2)にかな

りのボリュームのある問題が設定されています。 

3 3
2

3
2

1

2

x 

y 

O 

1( )y y x

2( )y y x
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18                                 [神戸大] 

座標空間において, O を原点とし, A (2, 0, 0 ) , B(0, 2, 0 ) , C(1, 1, 0 ) とする。

OAB△ を直線 OC のまわりに 1 回転してできる回転体を L とする。以下の問いに答

えよ。 
(1) 直線 OC 上にない点P( , , )x y z から直線 OC に下ろした垂線を PH とする。

OH


とHP


を x, y, z の式で表せ。 
(2) P( , , )x y z が L の点であるための条件は, 2 2z xy≦ かつ0 2x y≦ ≦ であるこ

とを示せ。 
(3) 1 2a≦ ≦ とする。L を平面 x a で切った切り口の面積 ( )S a を求めよ。 
(4) 立体 { ( , , )|( , , ) , 1 2}x y z x y z L x ≦ ≦ の体積を求めよ。 
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18                                 [神戸大] 

(1) 点 H は直線 OC 上の点なので, t を実数として,  
OH OCt
 

(1, 1, 0 ) ( , , 0 )t t t   

また, OP ( , , )x y z


より,  
HP OP OH 
  

( , , )x t y t z    

ここで, HP OC
 

からHP OC 0 
 

となり,  
( ) ( ) 0x t y t     

よって, 2
x yt  から,  OH , , 02 2

x y x y 


,  HP , ,2 2
x y x y z  



 

(2) AOC BOC 4
π   から, 回転体 L は, 線分 OC を中心軸

とし, 母線と中心軸のなす角が 4
π の直円錐（内部を含む）を

表す。そして, 点 P が L の点であるための条件は,  
OP OC OP OC cos 4

π
   

≧ ………① 

0 2x y≦ ≦ ………② 

①より, 2 2 2 2 2 11 1
2

x y x y z     ≧ となり, 2 2 2 2( )x y x y z  ≧  

2 2z xy≦ ………③ 
よって, ②③より, 2 2z xy≦ かつ0 2x y≦ ≦ である。 

(3) L を平面 x a (1 2)a≦ ≦ で切った切り口は, ③より,  
2 2z ay≦ ………④ 

②より0 2a y≦ ≦ から, 2a y a ≦ ≦ ………⑤ 

そして, ④⑤を平面 x a 上に図示すると右図の網点部になり, 
その面積を ( )S a とおくと, y 軸に関する対称性から,  

2

0
( ) 2 2

a
S a ay dy


 

3 22
0

22 2 3
a

a y
      

  4 2 (2 ) 23 a a a   4 2 (2 ) (2 )3 a a a    

(4) 立体 { ( , , )|( , , ) , 1 2}x y z x y z L x ≦ ≦ の体積を V とすると,  
2

1
( )V S a da 

2

1
4 2 (2 ) (2 )3 a a a da    

ここで, 
2

1
(2 ) (2 )I a a a da   とおくと,  

2
2

1
(2 ) 2I a a a da  

2
2

1
(2 ) ( 1) 1a a da      

さらに, 1s a  とおくと, ds da となり,  

1 

2 

2 

1 A 

C 

B 

x 

y 

z 

O 

C O 

4
π

y 

z 

2 a
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1
2

0
(1 ) 1I s s ds  

1 1
2 2

0 0
1 1s ds s s ds      

そして, 
1

2

0
1 s ds 21 14 4

ππ   , また 21u s  とおくと 2du sds から,  

1
2

0
1s s ds

0

1
1
2 u du 

11
2

0
1
2 u du 

3 12
0

1 2
2 3 u     

1
3  

したがって, 1
4 3I π  となるので,  4 123 4 3V π  2 4 23 9π  である。 

 
［解 説］ 

立体の体積を求める問題です。たいへん詳しい誘導がついています。なお, 回転体

L が直円錐であることは明らかなので, (2)では(1)の誘導を利用しませんでした。立式

の詳細は「ピンポイント レクチャー」を参照してください。また, (3)では, この円錐

を母線に平行に切っていますので, 放物線が出現しています。 
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19                                 [東北大] 

xy 平面内の図形 
2 2

: 0
2

x y
S x y

x y

   

≦

≧

≦

 

を考える。図形 S を直線 y x のまわりに 1 回転して得られる立体の体積を V とす

る。 
(1) S を xy 平面に図示せよ。 
(2) V を求めよ。 
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19                                 [東北大] 

(1) 条件より, 2: 2S x y ≦ ……①, 0x y ≧ ……②, 2x y ≦ ……③ 

まず, ①と②の境界線の交点は, 2 2x y  かつ 0x y  から,  
2 2y y  , ( 2)( 1) 0y y    

よって, ( , ) ( 2, 2)x y   , (1, 1)  

また , ①と③の境界線の交点は , 2 2x y  かつ

2x y  から,  
2 0y y  , ( 1) 0y y   

よって, ( , ) (2, 0 )x y  , (1, 1)  

以上より, 図形 S は右図の網点部となる。ただし, 境
界は領域に含む。 

(2) ①の境界線上に点 2P( 2, )y y  (0 2)y≦ ≦ をとり, 
P から直線 y x に垂線を下ろし, その足を T とおく。 

そして, 右図のように t 軸を設定し, OT t とすると, 

 T ,
2 2
t t と表せる。 

さて, P と直線 y x すなわち 0x y  との距離は,  
2 2PT
1 1

y y  



21 2

2
y y     

ここで, 0 2y≦ ≦ において, 2 2 ( 1)( 2) 0y y y y      ≧ から,  
21PT ( 2)

2
y y    ………④ 

また, PT


の単位ベクトルの成分は, 1 ( 1, 1)
2

  とおけるので,  

OT OP PT 
  

2 21 1( 2, ) ( 2) ( 1, 1)
2 2

y y y y           

  2 21 1 1 11, 12 2 2 2y y y y       

すると,  OT ,
2 2
t t 



から, 21 1 12 22
t y y   となり,  

21 1 2
2 2

t y y   21 ( 2)
2

y y    ………⑤ 

さて, 図形 S を直線 y x のまわりに 1 回転して得られる立体の体積 V は,  
2

2

2 2
PTV dtπ


   

ここで, 変数を t から y に置換すると, ⑤より, 2 2 2t   のとき 2 0y  

となり, また 1 ( 2 1)
2

dt y dy   から,  

O x 

y 

2
1

2 

1 
2 

2

O x 

y 

2
1

2 

1 2 

t 

T 

P 



2018 ２次数学セレクション（積分の応用） 解答解説 

© 電送数学舎 2018 －8－ 

0
2 2

2
1 1( 2) ( 2 1)2 2

V y y y dyπ        

 
2

2 2

0
2 ( 2) (2 1)4 y y y dyπ      

 
2

5 4 3 2

0
2 (2 3 8 5 12 4 )4 y y y y y dyπ       

 
26 5 4 3 2
0

2 3 51 2 6 44 3 5 3y y y y y yπ           

  2 64 96 4032 24 84 3 5 3π      58 215 π  

 
［解 説］ 

斜回転体の体積を求める問題です。計算量に配慮した設定となっていますが, それ

でも最後の定積分は面倒です。 
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