
2021 ２次数学セレクション（複素数） 問題 

 －1－ 

１                                 [筑波大] 

i は虚数単位とする。複素数平面において, 複素数 z の表す点 P をP( )z または点 z

とかく。 31
2 2 iω   とおき, 3 点A(1) , B( )ω , 2C( )ω を頂点とする△ABC を考

える。 
(1) △ABC は正三角形であることを示せ。 
(2) 点 z が辺 AC 上を動くとき, 点 z が描く図形を複素数平面上に図示せよ。 

(3) 点 z が辺 AB 上を動くとき, 点 2z が描く図形を 1E とする。また, 点 z が辺 AC 上

を動くとき, 点 2z が描く図形を 2E とする。 1E と 2E の共有点をすべて求めよ。 
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１                                 [筑波大] 

(1) 31
2 2 iω   のとき, A (1) , B( )ω , 2C( )ω を頂点とする△ABC について,  

 2 311 ( 1)( 1) ( 1)2 2 iω ω ω ω        cos sin ( 1)3 3iπ π ω    

これより,頂点 A のまわりに辺 AB を 3
π だけ回転すると辺 AC に一致するので, 

AB AC かつ BAC 3
π  から, △ABC は正三角形である。 

(2) 辺 AC 上を動く点 z を, 2 (1 )z t tω   (0 1)t≦ ≦ と

おくと,  
2 2(1 ) ( ) (1 )( 1)z t t t tω ω          

これより, 点 z が描く図形は, 点 1 と点 2ω を両端

とする線分, すなわち辺 AC を原点対称した線分である。 
図示すると, 右図の太線部となる。 

(3) 辺 AB 上を動く点 z を 1 (1 )z s sω   (0 1)s≦ ≦ とし, 点 2
1z が描く図形を 1E

とする。また, 辺 AC 上を動く点 z を 2
2 (1 )z t tω   (0 1)t≦ ≦ とし, 点 2

2z が描

く図形を 2E とする。 
さて, 1E と 2E の共有点は, 2 2

1 2z z より 1 2z z となり,  

(i)  1 2z z のとき 
2(1 ) (1 )s s t tω ω     より, 2( 1) ( 1)s tω ω   となり, 1ω  から,  

( 1)s t ω  , 0t t sω    
ωは虚数より 0t t s   となり, 0s t  から 1 2 1z z  なので, 2 2

1 2 1z z   
(ii) 1 2z z のとき 

2(1 ) (1 )s s t tω ω     より, 2( 1) 2 ( 1)s tω ω     
ここで, 3 1ω  かつ 1ω  から 2 1 0ω ω   となり, 2 1ω ω  より,  

( 1) 2 ( 2)s tω ω     , ( ) 2 2 0s t t sω      

ωは虚数より 2 2 0s t t s     となり, 2
3s t  から,  

 1 2
3 32 1 2 1 1

3 3 3 2 2 3 3z z i iω        , 2 2
1 2

1
3z z   

(i)(ii)より, 1E と 2E の共有点は, 点 1 と点 1
3 である。 

 
［解 説］ 

複素数平面上の軌跡の問題です。(1)は 3 辺の長さが等しいことを示しても構いませ

ん。また, (2)と(3)はパラメータ表示しましたが, 図形的な解法も考えられます。 
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２                                 [東北大] 

z を複素数とする。複素数平面上の 3 点O(0) , A( )z , 2B( )z について, 以下の問

いに答えよ。 
(1) 3 点 O, A, B が同一直線上にあるための z の必要十分条件を求めよ。 
(2) 3 点 O, A, B が二等辺三角形の頂点になるような z 全体を複素数平面上に図示せ

よ。 
(3) 3 点 O, A, B が二等辺三角形の頂点であり, かつ z の偏角θ が0 3

πθ≦ ≦ を満たす

とき, 三角形 OAB の面積の最大値とそのときの z の値を求めよ。 
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２                                 [東北大] 

(1) 3 点O(0) , A( )z , 2B( )z が同一直線上にある条件は, 0z  または（ 0z  かつ

k を実数として 2z kz ）より,  
(i)  0z  のとき O(0) , A(0) , B(0)より, すべて一致する。 
(ii) z k のとき O(0) , A( )k , 2B( )k より, すべて実軸上にある。 

(i)(ii)より, O, A, B が同一直線上にある条件は「z が実数」である。 
(2) 3 点 O, A, B が二等辺三角形の頂点になる条件は, z が虚数のもとで,  

(i)  OA OB のとき 2z z より
2z z  

0z  から 1z  となり, 点 z は原点が中心で半径 1 の円周上にある。 
(ii) OA AB のとき 2z z z  より 1z z z   

0z  から 1 1z  となり, 点 z は点 1 が中心で半径 1 の円周上にある。 
(iii) OB AB のとき 2 2z z z  より,  

2 1z z z   
0z  から 1z z  となり, 点 z は原点と点 1 を

結ぶ線分の垂直二等分線上にある。 
(i)～(iii)より, 点 z の存在範囲は右図のようになる。 

ただし, 白丸は除く。 
(3) 3 点 O, A, B が二等辺三角形の頂点であり, z の偏角

θ が0 3
πθ≦ ≦ のとき, 点 z は右図の太線部にある。 

2
AOB arg argz zz θ    より, OAB△ の面積

を S とおくと,  
21 sin2S z z θ 31 sin2 z θ  

これより, θ を0 3
πθ＜ ≦ で固定すると, S が最大になるのは, 点 z が点 1 を中心

とし半径 1 の太線の円弧上にあるときで, このとき 2cosz θ より,  
3 31 (2cos ) sin 4cos sin2S θ θ θ θ   

2 2 412cos sin 4cosS θ θ θ   2 2 24cos ( 3sin cos )θ θ θ    
 2 24cos (4cos 3)θ θ  24cos (2cos 3 )(2cos 3 )θ θ θ    

これより, 0 3
πθ＜ ≦ における S の増減

は右表のようになり, S は 6
πθ  のとき最大

値 3 34 をとる。 

θ  0 … 6
π  … 3

π  

S    ＋ 0 －  

S 0   3 34  
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このとき 2cos 36z π  から,   333 cos sin6 6 2 2z i iπ π    である。 

 
［解 説］ 

複素数平面上の図形についての頻出題です。(3)は最大値を求める問題ですが, この

設問も, いわゆる 1 文字固定の方法を採用しています。 
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３                                 [東京大] 

複素数 a, b, c に対して整式 2( )z az bz c  f を考える。i を虚数単位とする。 
(1) α , β , γ を複素数とする。 (0 ) αf , (1) βf , ( )i γf が成り立つとき, a, 

b, c をそれぞれα , β , γ で表せ。 
(2) (0 )f , (1)f , ( )if がいずれも 1 以上 2 以下の実数であるとき, (2)f のとりう

る範囲を複素数平面上に図示せよ。 
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３                                 [東京大] 

(1) 2( )z az bz c  f に対して, (0 ) αf , (1) βf , ( )i γf より,  
c α ………①, a b c β   ………②, a bi c γ    ………③ 

①②よりa b β α   , ①③より a bi γ α    となり,  
( 2 )(1 )2

1 2
ib i

α β γα β γ       


1 1( 1 ) 2 2
i ii α β γ       

11 1 1( 1 ) 2 2 2 2
ii i ia i iβ α α β γ α β γ             

(2) 1 2α≦ ≦ , 1 2β≦ ≦ , 1 2γ≦ ≦ のもとで, (2) 4 2a b c  f に対して, (1)の

結果を適用すると,  
(2) 4 2(1 ) 2(1 ) 2( 1 ) (1 ) (1 )i i i i i iα β γ α β γ α            f  
 ( 1 2 ) (3 ) ( 1 )i i iα β γ        ( 3 ) ( 2 )iα β γ α β γ         

さて, (2) x yi f とおくと, 3x α β γ   , 2y α β γ   となり,  
( , ) ( 1, 2) (3, 1) ( 1, 1)x y α β γ       

ここで, ( , )x x y


, ( 1, 2)a   


, (3, 1)b 


, 

( 1, 1)c  


とすると,  

x a b cα β γ  
   

 
まず , x a bα β  


 

とおき , α と β を独立に

1 2α≦ ≦ , 1 2β≦ ≦ で動かすと, x 


のとりうる

範囲は, 右図の網点をつけた平行四辺形の内部ま

たは辺上である。 
次に, α , β とは独立に, γ を1 2γ≦ ≦ で動かす

と, x x cγ 


 

から, x


のとりうる範囲は, x 


のとり

うる平行四辺形の内部または辺上を, c


だけ平行移動

したものから, 2c


だけ平行移動したものに至る通過

領域として表せる。これを図示すると, 右図の網点部

である。 
以上より, (2)f のとりうる範囲を, 複素数平面上に

図示すると, 右図の網点部となる。ただし, 境界は領

域に含む。 
 
 
［解 説］ 

複素数平面上の領域についての問題で, 1 文字を固定して考える頻出タイプです。 
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４                                 [九州大] 

自然数 n と実数 0a , 1a , 2a , …, na ( 0 )na  に対して, 2 つの整式 

0
( )

n
k

k
k

x a x


 f 1
1 1 0

n n
n na x a x a x a

      

1

1
( )

n
k

k
k

x ka x 



  f 1 2
1 1( 1)n n

n nna x n a x a 
      

を考える。α , β を異なる複素数とする。複素数平面上の 2 点α , β を結ぶ線分上に

ある点γ で, ( ) ( ) ( )β α γ
β α
 


f f
f をみたすものが存在するとき,  

α , β , ( )xf は平均値の性質をもつ 

ということにする。以下の問いに答えよ。ただし, i は虚数単位とする。 
(1) 2n  のとき, どのようなα , β , ( )xf も平均値の性質をもつことを示せ。 
(2) 1 iα   , 1 iβ   , 3 2( )x x ax bx c   f が平均値の性質をもつための, 実

数 a, b, c に関する必要十分条件を求めよ。 
(3) 1

2
iα  , 1

2
iβ  , 7( )x xf は, 平均値の性質をもたないことを示せ。 
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４                                 [九州大] 

(1) 実数係数の 2
2 1 0( )x a x a x a  f 2( 0 )a  に対して, 2 1( ) 2x a x a  f  

さて, 複素数α , β ( )α β をとり,  
2 2

2 1 0 2 1 0( ) ( ) ( ) ( )a a a a a aβ α β β α α
β α β α
     


 

f f  

      2 1( )( ) ( )a aβ α β α β α
β α

   


 2 1( )a aβ α   ………① 

ここで, 2 点α , β を結ぶ線分の中点をγ とすると, 2
β αγ  となり,  

( )γf 2 12a aγ  2 1( )a aβ α   ………② 

①②より, ( ) ( ) ( )β α γ
β α
 


f f
f となるので, どのようなα , β , ( )xf も平均値

の性質をもつ。 
(2) 3 2( )x x ax bx c   f に対して, 2( ) 3 2x x ax b   f  

さて, 1 iα   , 1 iβ   のとき, 2α β  , 21 2iαβ    となり,  
3 2 3 2( ) ( ) ( ) ( )a b c a b cβ α β β β α α α

β α β α
       


 

f f  

      
2 2( )( ) ( )( ) ( )a bβ α β αβ α β α β α β α

β α
       




 

      2{ ( ) } ( )a bβ α αβ β α      22 2 2a b     

      2 2a b    
ここで, α , β , ( )xf が平均値の性質をもつ条件は, 2 点α , β

を結ぶ線分上に, ( ) ( ) ( )β α γ
β α
 


f f
f をみたす点 γ が存在する

ことより, 1 tiγ   ( 1 1)t ≦ ≦ として,  
22 2 3(1 ) 2 (1 )a b ti a ti b        

23(1 2 ) 2 (1 ) 2 2 0ti t a ti a        
2(1 3 ) 2 (3 ) 0t t a i     

a, t は実数より, 21 3 0t  かつ2 (3 ) 0t a  となり, 1
3

t  , 3a  である。 

すると, 1
3

t  は 1 1t ≦ ≦ をみたすことより, α , β , ( )xf が平均値の性質

をもつ条件は, 3a  , b と c は任意の実数である。 
(3) 7( )x xf に対して, 6( ) 7x x f  

さて ,    1 cos sin4 42
i iπ πα      , 1 cos sin4 42

i iπ πβ    のとき , 

   7 7 7cos sin4 4iπ πα β     , 7 7 7cos sin4 4iπ πβ α   となり,  

β

α
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7 7( ) ( )β α β α
β α β α
 
 

f f 1α β
β α
 


 

ここで, α , β , ( )xf が平均値の性質をもつと仮定すると, 2 点

α , β を結ぶ線分上に, ( ) ( ) ( )β α γ
β α
 


f f
f をみたす点 γ が存

在する。 
そこで, ( cos sin )r iγ θ θ   1 1, 4 42

r π πθ≦ ≦ ≦ ≦ とお

くと, 61 7 ( cos6 sin6 )r iθ θ   から,  
6 1( cos6 sin6 ) 7r iθ θ   

すると, 61 18 r≦ ≦ から 6 1
7r  となり 6

1
7

r  であり, また 3 362 2π θ π ≦ ≦ か

ら6θ π となり 6
πθ  である。 

したがって,     6
1 cos sin6 67

iπ πγ      6
31 1

2 27
i  となるが, とも

に実部は 1
2
ではないので, 点 γ は 2 点α , β を結ぶ線分上にない。 

よって, α , β , ( )xf は平均値の性質をもたない。 

 
［解 説］ 

問題文に与えられた「平均値の性質」という定義の理解を問うものです。(2)と(3)
は具体例ですが, ( )xf の形に応じて処理方法を変えています。 
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５                                 [広島大] 

座標平面において, O(0, 0 ) , A(4, 0 ) , P(3, 0 )とする。線分 OA に点 P で接す

る円 C を内接円とする△OAB を考える。ただし, 円 C の中心は第 1 象限にあるとす

る。次の問いに答えよ。 
(1) OB と AB の差は一定であることを証明せよ。 
(2) 円 C の半径を r とするとき, r のとる値の範囲を求めよ。 
(3) r が(2)の範囲で変化するとき, 点 B の軌跡の方程式を求めよ。また, その概形を

かけ。 
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５                                 [広島大] 

(1) 点O(0, 0) , A(4, 0 )および第 1 象限の点 B を頂点

とする△OAB の内接円 C と, 辺 OA, AB, OB の接点

をそれぞれP(3, 0 ) , Q, R とおくと,  

OB OR BR OP BQ 3 BQ       
AB AQ BQ AP BQ 1 BQ       

これより, OB AB (3 BQ) (1 BQ) 2      ………(＊) 

(2) 線分 OB, AB と x 軸の正の部分とのなす角をそれぞ

れ2θ , 2ϕ とおくと, 内接円 C の半径 r は,  

OPtan 3tanr θ θ   

 2 1APtan tan2 2 tanr π ϕ π ϕ
ϕ

     

すると, tan 3
rθ  , 1tan rϕ  となる。 

さて, 点 B が第 1 象限にある条件は, 0 2 2θ ϕ π   から0 2
πθ ϕ   となり,  

0 tan tanθ ϕ  , 10 3
r

r   

よって, 0 3r  となる。 
(3) (＊)より, 点 B は 2 定点O(0, 0) , A(4, 0 )からの距離の差が一定なので, 点 B

の軌跡は 2 点 O, A を焦点とする双曲線の右側の枝の第 1 象限の部分となる。 

ここで, 線分 OA の中点が (2, 0 )より, その方程式を
2 2

2 2
( 2) 1x y

a b


  とおく。 

まず, (＊)より2 2a  から 1a  となり, 焦点間距離2 4c  から 2c  である。 
そして, 2 2 2a b c  から, 2 2 22 1 3b    なので, 双曲線の方程式は,  

2
2( 2) 13

yx     

漸近線は, 3 ( 2)y x  となり, 点 B の軌跡は

右図の曲線である。 
ただし, 端点の白丸は除く。 

 
［解 説］ 

双曲線の定義に関する問題です。(2)はいろいろな方法が考えられ, 方針に迷うとこ

ろです。ここでは, r が 0r  で増加したとき, 線分 OB と AB の傾きの変化に着目し, 
角を設定して記述しました。 
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６                                 [新潟大] 

0a≧ とし, n を正の整数とする。次の問いに答えよ。 

(1) 0x  のとき,   11 log1 2(1 ) 1 1
a xx x x

a a a a
   

   
を示せ。 

(2)     2 2 2
1 2( ) 1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )
n

nI a
n a n a n a

   
  

 とおく。 

lim log ( )n
n

I a


を求めよ。 

(3)  2

2

3

2

C 2lim C 3
nnn n

n nn n



 
を求めよ。 
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６                                 [新潟大] 

(1) まず, 0t  のとき,  1 log(1 )2
tt t t    ……①の成立を証明する。 

( ) log(1 )t t t  f とおくと, 1( ) 1 01 1
tt t t

    
 

f となり,  

( ) (0 ) 0t  f f , log(1 )t t  ………② 

 ( ) log(1 ) 1 2
tt t t   g とおくと, 

21( ) 1 01 1
tt tt t

     
 

g となり,  

( ) (0 ) 0t  g g ,  log(1 ) 1 2
tt t   ………③ 

②③より①が成立し, 0a≧ , 0x  のとき, 01
xt a 


とおくと,  

  11 log1 2(1 ) 1 1
a xx x x

a a a a
   

   
………④ 

(2)     2 2 2
1 2( ) 1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )
n

nI a
n a n a n a

   
  

 に対して,  

    2 2 2
1 2log ( ) log 1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )
n

nI a
n a n a n a

   
  

  

     2
1
log 1

(1 )

n

k

k
n a

 


  

④より, 2 0kx
n

  とおくと,  

   2 2 2 21 log 1
(1 ) 2 (1 ) (1 ) (1 )

k k k k
n a n a n a n a

   
   

 

   2 2 2 2
1 1 1

1 log 1
(1 ) 2 (1 ) (1 ) (1 )

n n n

k k k

k k k k
n a n a n a n a  

   
   

    

すると, n のとき,  

2
1 (1 )

n

k

k
n a 


1

2
1

1 11 1
2 (1 ) 2(1 ) 2(1 )(1 )

n

k

n nk n a a an a





    
  

  

 2 2
1

1
(1 ) 2 (1 )

n

k

k k
n a n a


 

 2
4 2

1

1 1
2 (1 ) 2 (1 )

n

k

n kn a n a 

 
 

  

1 1 11

3 2 2
( 1)(2 1) (1 )(2 )1 1 1

2 (1 ) 2(1 ) 2(1 )12 (1 ) 12(1 )
n n n n nn n

n a a an a a

          
   

 

よって,  2
1

1log 1 2(1 )(1 )

n

k

k
an a

 


 より, 1lim log ( ) 2(1 )n
n

I a a



 

(3)  2

2

3

2

C 2( ) C 3
nnn n

nn n
J n 


 とおくと,  2

2

3

2

C 2log ( ) log C 3
nnn n

nn n
J n 


 となり,  

2

2

23
2 2

C 2log ( ) log C3
n nnn n

n n nn n

nJ n
n





 


2 23 2
2 2
C Clog log

(3 ) (2 )
n nn n n n

n nn n
   ………⑤ 

さて, 
2 2 2 23

2 2 2 2
C 3 1 3 2 3

(3 ) 3 3 3
nn n

n
n n n n

n n n n
          2 2 2

1 21 1 1
3 3 3

n
n n n
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23
2
Clog

(3 )
nn n

nn
  2

1
log 1

3

n

k

k
n

  1 1
2 3 6 


 ( )n   

また, 
2 2 2 22

2 2 2 2
C 2 1 2 2 2

(2 ) 2 2 2
nn n

n
n n n n

n n n n
          2 2 2

1 21 1 1
2 2 2

n
n n n

     

22
2
Clog

(2 )
nn n

nn
  2

1
log 1

2

n

k

k
n

  1 1
2 2 4 


 ( )n   

⑤より, 1 1 1lim log ( ) 6 4 12n
J n


   となり, 対数関数は連続関数なので,  

 2

2

3

2

C 2lim C 3
nnn n

n nn n



 

1
12lim ( )

n
J n e




   

 
［解 説］ 

微分を利用した不等式の証明と数列の極限の融合問題です。(1)から(2)への誘導は

スムーズですが, (2)から(3)への誘導には飛躍が少しあります。やや難のレベルですが, 
要演習の 1 題です。 
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 －1－ 

７                                 [京都大] 

a を 1 より大きい定数とする。微分可能な関数 ( )xf が ( ) (1)a af f を満たすとき, 
曲線 ( )y x f の接線で原点 (0, 0 )を通るものが存在することを示せ。 
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７                                 [京都大] 

1a  のとき, 微分可能な関数 ( )xf について, ( ) (1)a af f ………① 

このとき, 0x  において, ( )( ) xx x
f

g と定義すると,  

2
( ) ( )( ) x x xx

x
  

f f
g ………② 

さて, 区間1 x a≦ ≦ において, 平均値の定理より,  
( ) (1) ( )1
a ca

 


g g
g  (1 )c a  ………③ 

①②③から,  2
( ) ( ) ( ) (1) ( ) (1)1 01 1 ( 1)

c c c a a a
a a a ac

  
   

 
f f f f f f

となり,  

( ) ( ) 0c c c  f f ………④ 
ここで, 曲線 ( )y x f 上の点 ( , ( ) )c cf における接線の方程式は,  

( ) ( )( )y c c x c  f f , ( ) ( ) ( )y c x c c c   f f f ………⑤ 
すると, 接線⑤は, ④から ( )y c x f となり, 原点を通る。 

 
［解 説］ 

発見的方法が要求される論証問題で, 難度の高いものです。結論を導くための式④

をみて, ( )xg を思いつくかどうかが問われています。 
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８                                 [東京大] 

α を正の実数とする。 0 θ π≦ ≦ におけるθ の関数 ( )θf を, 座標平面上の 2 点

A( , 3)α  , P( sin , cos )θ θ θ 間の距離 AP の 2 乗として定める。 
(1) 0 θ π  の範囲に ( ) 0θ f となるθ がただ 1 つ存在することを示せ。 

(2) 以下が成り立つようなα の範囲を求めよ。 
0 θ π≦ ≦ におけるθ の関数 ( )θf は, 区間0 2

πθ  のある点において最大に

なる。 
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８                                 [東京大] 

(1) 0α  , 0 θ π≦ ≦ のとき, 2 点A( , 3)α  , P( sin , cos )θ θ θ に対して,  
2 2 2( ) AP ( sin ) ( cos 3)θ θ θ α θ     f  

( ) 2( sin )(1 cos ) 2( cos 3)( sin )θ θ θ α θ θ θ       f  
  2( sin ) 2( sin )cos 2cos sin 6sinθ θ α θ θ α θ θ θ θ         
  2 2( )cos 4sin 2θ θ α θ θ α      

( ) 2 2cos 2( )sin 4cosθ θ θ α θ θ     f 2 2cos 2( )sinθ θ α θ     
( ) 2sin 2sin 2( )cos 2( )cosθ θ θ θ α θ θ α θ      f  

すると, 0 θ π≦ ≦ における ( )θf の増減は

右表のようになり,   (0 ) 02
π  f < f から, 

( ) 0θ f となるθ はただ 1 つ存在し, これを

θ β とおくと, 2
π β π  である。 

これより, 0 θ π≦ ≦ における ( )θf の増

減は右表のようになり, ( ) ( ) 0β π  f f , 
4 0α  から, ( ) 0θ f となるθ はただ 1 つ

存在する。 
(2) (1)より, ( ) 0θ f となるθ をθ γ とおく

と, 0 γ β  である。 
これより, ( )θf の増減は右表のようにな

り, 0 θ π≦ ≦ において ( )θf が最大となるの

はθ γ のときである。 

すると, 0 2
πγ  である条件は,   02

πf < となり,  

2 4 2 02
π α    , 2 4α π   

よって, 求めるα の範囲は, 0 2 2
πα   である。 

 
［解 説］ 

微分と増減についての基本的な問題です。増減表を書きながらグラフをイメージす

ると, 結論はスムーズに導けます。 

θ  0 … 2
π  … π  

( )θf   － 0 ＋  
( )θf  0      4 

θ  0 … β  … π  
( )θf  0 － 0 ＋  
( )θf  4α       0 

θ  0 … γ  … π  
( )θf   ＋ 0 － 0 
( )θf         
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９                                 [大阪大] 

次の問いに答えよ。 
(1) a を実数とする。x についての方程式 tanx x a  の実数解のうち, 2x π を満

たすものがちょうど 1 個あることを示せ。 
(2) 自然数 n に対し, tanx x nπ  かつ 2x π を満たす実数 x を nx とおく。t を

2t π を満たす実数とする。このとき, 曲線 : sinC y x 上の点P( , sin )t t におけ

る接線が, 不等式 2x π≧ の表す領域に含まれる点においても曲線 C と接するための

必要十分条件は, t が 1x , 2x , 3x , …のいずれかと等しいことであることを示せ。 
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９                                 [大阪大] 

(1) 方程式 tanx x a  ……①に対して, ( ) tanx x x f とおくと,  
2

2
1( ) 1 tan

cos
x x

x
   f  

すると, 2x π における ( )xf の増減は

右表のようになり,  

02

lim ( )
x

x
π 

f , 
02

lim ( )
x

x
π 

f  

よって, 実数 a に対し, ( )y x f のグラフと直線 y a は, 2x π においてただ

1 つの共有点をもつ。すなわち, ①の 2x π における実数解は 1 個である。 

(2) 自然数 n に対し, tanx x nπ  かつ 2x π を満た

すただ 1 つの実数 x を nx x とおくと,  
tann nx x nπ   2nx π ………② 

さて , 2t π において , 曲線 : sinC y x 上の点

P( , sin )t t における接線の方程式は, cosy x  より,  
sin ( cos )( )y t t x t    

cos cos siny x t t t t   ………③ 
接線③が 2x π≧ で曲線 C と接するとき, その接点を ( , sin )s s  2s π≧ とおくと, 

この点における接線の方程式は,  
cos cos siny x s s s s   ………④ 

③と④が一致することより,  
cos cost s ………⑤, cos sin cos sint t t s s s    ………⑥ 

⑤より, 2s π≧ なので, n を自然数として 2s n tπ  となり,  

(i)  2s n tπ  のとき 
⑥に代入して, cos sin (2 )cos(2 ) sin(2 )t t t n t n t n tπ π π       となり,  

cos sin (2 )cos sint t t n t t tπ     , 2 cos 0n tπ   

すると, 2t π より成立しない。 

(ii) 2s n tπ  のとき 
⑥に代入して, cos sin (2 )cos(2 ) sin(2 )t t t n t n t n tπ π π       となり,  

cos sin (2 )cos sint t t n t t tπ     , 2( )cos 2sin 0n t t tπ     

これより, tan 0n t tπ    となり, tant t nπ  ………⑦ 

x 2
π  … 0 … 2

π  

( )xf   － 0 －  
( )xf     0    

x 

O 

y 

2
π 2

π

t s 

P 
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すると, ⑦の解は 2t π にただ 1 つだけ存在し, ②から nt x となる。 

(i)(ii)より, t は 1x , 2x , 3x , …のいずれかと等しい。 
逆に, ある自然数 n に対して nt x  2t π のとき, 点P( , sin )t t における曲線

C の接線は, 2 ns n xπ   2s π≧ である点 ( , sin )s s において接する。 

 
［解 説］ 

微分法の応用問題です。(2)は, (1)との繋がりがわかりにくいのですが, 数式処理を

していくと, nt x であることと曲線 C に複接線が存在することとの関係が見えてき

ます。 
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10                                 [信州大] 

以下の問いに答えよ。 

(1) 定積分
1

4 4

0
(1 )x x dx を求めよ。 

(2) 定積分
4 41

20

(1 )
1

x x dx
x


 を求めよ。 

(3) 不等式 1 22 1
1260 7 630π   を示せ。 
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10                                 [信州大] 

(1) 4 4 4 2 3 4 4 5 6 7 8(1 ) (1 4 6 4 ) 4 6 4x x x x x x x x x x x x           より,  
1 1

4 4 4 5 6 7 8

0 0
(1 ) ( 4 6 4 )I x x dx x x x x x dx         

15 6 7 8 9
0

61 2 1 1
5 3 7 2 9x x x x x       

61 2 1 1
5 3 7 2 9     1

630  

(2) 
4 4 8 7 6 5 4

2 2
(1 ) 4 6 4
1 1

x x x x x x x
x x
    

 
6 5 4 2

2
44 5 4 4

1
x x x x

x
     


より,  

 
4 41 1

6 5 4 2
2 20 0

(1 ) 44 5 4 4
1 1

x xJ dx x x x x dx
x x


      
    

117 6 5 3
20 0

1 2 4 14 47 3 3 1
x x x x x dx

x
           

1

20
1 2 4 11 4 47 3 3 1

dx
x

     


1

20
22 147 1

dx
x

 
  

ここで, tanx θ  2 2
π πθ   とおくと, 2

1
cos

dx dθ
θ

 となり,  

1 4
2 2 20 0
1 1 1

1 tan 1 cos
dx d

x

π

θ
θ θ

 
    4 4

00 4d
π π πθ θ    

よって, 22 2247 4 7J π π     である。 

(3) 0 1x≦ ≦ のとき, 2
1 1 12 1 x
≦ ≦ であり, 4 4(1 ) 0x x ≧ なので,  

4 4
4 4 4 4

2
(1 )1 (1 ) (1 )2 1

x xx x x x
x


 


≦ ≦ ………(＊) 

なお, 等号は 0x  または 1x  のときのみ成り立つ。 
そこで, (＊)の各辺を 0 から 1 まで積分すると,  

4 41 1 1
4 4 4 4

20 0 0

(1 )1 (1 ) (1 )2 1
x xx x dx dx x x dx

x


   
    

すると, 1
2 I J I  から, 1 22 1

1260 7 630π   となる。 

 
［解 説］ 

定積分を利用した不等式の証明問題です。(1)(2)と(3)のつながりは定積分を実行す

ると, 次第に見えてきます。なお, I については部分積分を利用する方法もあります。 
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11                                 [東北大] 

以下の問いに答えよ。 
(1) 正の実数 a と正の整数 n に対して次の等式が成り立つことを示せ。ただし, e は

自然対数の底とする。 
2

0

( )1 2! ! !
nana xa xa ae a e dxn n


       

(2) 正の実数 a と正の整数 n に対して次の不等式を示せ。 
1 1

0

( )
( 1)! ! ( 1)!

nan a nxa xa e ae dxn n n
 

 ≦ ≦  

(3) 不等式   31 11 1 102! !e n
      を満たす最小の正の整数 n を求めよ。

必要ならば2 3e  であることは証明なしに用いてもよい。 
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11                                 [東北大] 

(1) 正の実数 a と正の整数 n に対して, 
0

( )
!

na
x

n
a xI e dxn


  とおくと,  
1

1
0

( )
( 1)!

na
x

n
a xI e dxn









1

0 0

( ) ( )
( 1)! !

n naax xa x a xe e dxn n
        

  
1

( 1)!
n

n
a In


 


 

これより, 
1

1 ( 1)!
n

n n
aI I n


  


となり, 2n≧ において,  

1 1
1

1 ( 1)!
n k

n
k

aI I k
 


  

  
2 3

1 2! 3! !
na a aI n      

1
0

( )
a

xI a x e dx   0 0
( )

aax xa x e e dx   1aa e   より,  

   
2 3 2 3

1 12! 3! ! 2! 3! !
n na a

n
a a a a a aI a e e an n                

なお, 1n  を当てはめると, 1 (1 )aI e a   となり, 成り立っている。 

よって, 1n≧ において,  
2 3

1 2! 3! !
na

n
a a ae a In       より,  

2

0

( )1 2! ! !
nana xa xa ae a e dxn n


      ………① 

(2) 0 x a≦ ≦ において, 0( ) ( ) ( ) ( )
! ! ! !

n n n n
x aa x a x a x a xe e en n n n

   
 ≦ ≦ なので,  

0 0 0

( ) ( ) ( )
! ! !

n n na a a
x aa x a x a xdx e dx e dxn n n

  
  ≦ ≦  

ここで, 
1

00

( ) ( )
! ( 1)!

n na aa x a xdxn n
     

1

( 1)!
na

n





から,  

1 1

0

( )
( 1)! ! ( 1)!

nan a nxa xa e ae dxn n n
 

 ≦ ≦ ………② 

(3) ①に 1a  を代入すると, 
1

0

(1 )1 11 1 2! ! !
n

xxe e dxn n


      となり,  

 
1

0

(1 )1 11 1 2! ! !
n

xxe e dxn n


       ………③ 

②に 1a  を代入すると, 
1

0

(1 )1
( 1)! ! ( 1)!

n
xx ee dxn n n


 ≦ ≦ ………④ 

③④より,  1 1 11 1( 1)! 2! ! ( 1)!
een n n    

 
≦ ≦ ………⑤ 

ここで,   31 11 1 102! !e n
      ……(＊)であるには, 31 10( 1)!n




が

必要であり,  
3( 1)! 10n  ………⑥ 
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ここで, 6! 720 , 7! 5040 に注意すると, ⑥より,  
1 7n ≧ , 6n≧  

逆に, 6n  のとき, ⑤から,   331 11 1 102! 6! 7! 5040
ee        ≦ とな

り, 条件(＊)を満たす。 
よって, 求める最小の整数 n は 6n  である。 

 
［解 説］ 

定積分と数列についての有名な問題です。(1)は漸化式を立てて直接的に証明しまし

たが, 結論が与えられているので, 数学的帰納法という手もあります。 
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12                                 [大阪大] 

n を自然数とし, t を 1t≧ を満たす実数とする。 

(1) x t≧ のとき, 不等式 
2( ) 1log log ( ) 02

x t x t x tt


   ≦ ≦ が成り立つことを示

せ。 

(2) 不等式 
1

3 2
1 1 1log log 0

6 2

t n

t
x dx tnn tn


  ≦ ≦ が成り立つことを示せ。 

(3)  
1

0
log 1

n
n

k

ka n



  とおく。 lim( )n

n
a pn q


  を満たすような実数 p, q の値を

求めよ。 
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12                                 [大阪大] 

(1) 1t≧ に対して, x t≧ のとき, 1( ) log log ( )x x t x tt   f とおくと,  

1 1( ) 0x tx x t tx
    ≦f  

これより, ( )xf は単調に減少し, ( ) ( ) 0x t ≦f f となり,  
1log log ( ) 0x t x tt   ≦ ………① 

また, x t≧ のとき, 
2( )1( ) log log ( ) 2

x tx x t x tt


    g とおくと,  

( )( 1)1 1( ) ( ) ( ) 0x t txx tx x t x tx t tx tx
          ≧g  

これより, ( )xg は単調に増加し, ( ) ( ) 0x t ≧g g となり,  
2( ) 1log log ( )2

x t x t x tt


   ≦ ………② 

①②より, x t≧ のとき, 
2( ) 1log log ( ) 02

x t x t x tt


   ≦ ≦ ………③ 

(2) まず, n を自然数とし, ③の各辺を t から 1t n まで積分すると, 

 
1 12( ) 1log log ( ) 02

t tn n

t t

x t dx x t x t dxt
 

    ≦ ≦  

ここで,  
1 2 1

3( ) 1 ( )2 6
t tn n

tt

x t dx x t
 

   3
1

6n
  

 
1 1 1

21 1log log ( ) log log ( )2
t t tn n n

tt t
x t x t dx x dx x t x tt t

              

              
1

2
1 1log log

2

t n

t
x dx tn tn


    

よって, 
1

3 2
1 1 1log log 0

6 2

t n

t
x dx tnn tn


  ≦ ≦ ………④ 

(3)  
1

0
log 1

n
n

k

ka n



  のとき, lim( )n

n
a pn q


  を満たすような実数 p, q が存在す

るには,  1lim n
n

n a p qn
  と変形すると,  1lim 0n

n
a pn

  が必要であり,  

1lim n
n

p an
  

1

0

1lim log 1
n

n k

k
n n



 
 

2

1
log x dx   21logx x x   

2log2 1  ………⑤ 

④より, 
1 1

2 2 3
1 1 1 1log log log

2 2 6

t tn n

t t
x dx t x dxntn tn n

 
   ≦ ≦ ………⑥ 

ここで, 1 kt n  ( 0, 1, 2, , 1)k n  とし, k について⑥の各辺の和をとる。 
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まず, ⑤から, 
11 1 2

1 10
log log 2log2 1

kn
n

k
k n

x dx x dx p
 


      

   
1 1

220 0

1 1 1
2 1 2 1

n n

k kk knnn n

 

 


 
  ,  

1

0

1 1log 1
n

n
k

k an n n



  , 

1

3 2
0

1 1
6 6

n

k n n




  

すると, ⑥から, 
   

1 1

2 2 2
0 0

1 1 1 1 1 1
62 1 2 1

n n
n

k k
p a pk n kn n n

n n

 

 
  

 
 ≦ ≦ となり,  

   
1 1

2 2 2
0 0

1 1 1 1 1 1
62 1 2 1

n n
n

k k
a pk n kn n n

n n

 

 
   

 
 ≦ ≦  

   
1 1

0 0

1 1 1 1 1
62 1 2 1

n n
n

k k
a pnn k n k n

n n

 

 
   

 
 ≦ ≦ ………⑦ 


 


1 2

10

1 1 1lim 22 1

n

n k
dxn k x

n



 
 


   21

1 1log log22 2x  より, ⑦から,  

1lim( ) log22n
n

a pn


   

以上より, 2log2 1p   , 1 log22q  である。 

 
［解 説］ 

定積分と不等式に区分求積法が絡んだ阪大らしい問題です。(3)は, 実数 p, q が存在

するのを前提にして, 必要条件から述べていく方法をとっています。 



2021 ２次数学セレクション（積分法） 問題 

 －4－ 

13                                 [熊本大] 

次の問いに答えよ。 

(1) n を正の整数とするとき, 定積分
2

0
sin sin2nx nx dx

π
 を求めよ。 

(2) c を正の数とするとき, 
0

lim sin sin2
c

n
nx nx dx


 を求めよ。 
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13                                 [熊本大] 

(1) n が正の整数のとき, 
2

0
sin sin2nI nx nx dx

π
  に対して, nx t とおくと

ndx dt となり,  
2

0
1sin sin2

n
nI t t dtn

π
  

2

0
1 sin sin2

n
t t dtn

π
  ………① 

ここで, 積分区間を分割すると, 
2

2( 1 )1

1 sin sin2
n k

n
kk

I t t dtn
π

π
    

そこで, 
2

2( 1 )
sin sin2

k
k

k
J t t dt

π

π
  とおき, また 2( 1)s t k π   と変数変換

するとds dt から,  

   
2

0
sin 2( 1) sin 2 4( 1)kJ s k s k ds

π
π π       

 
2

0
sin sin2s s ds

π
   

 3

0
( sin sin2 )s s ds

π

  
3

( sin sin2 )s s ds
π

π
   

   
5
3 ( sin sin2 )s s ds
π

π
  

2

5
3

( sin sin2 )s s ds
π

π
   

さらに, 2u sπ  とおくとdu ds から,  
5
3 ( sin sin2 )s s ds
π

π
   

3 { sin(2 ) sin(4 2 ) }( )u u du
π

π
π π       

3

( sin sin2 )u u du
π

π
   

3

( sin sin2 )u u du
π

π
   

2

5
3

( sin sin2 )s s ds
π

π


0

3

{ sin(2 ) sin(4 2 ) }( )u u du
π

π π      

3

0
( sin sin2 )u u du

π

   3

0
( sin sin2 )u u du

π

    

したがって, 3

0
2 (sin sin2 )kJ s s ds

π

  
3

2 (sin sin2 )s s ds
π

π
  となり,  

3
0 3

1 12 cos cos2 2 cos cos22 2kJ s s s s
π π

π
              

        1 1 1 12 1 1 2 1 12 2 2 2          3 31 3 52 2      

よって, 
1

1 n
n k

k
I Jn 

 
1

1 5
n

kn 
  1 5 5nn    

sin 2y ssiny s

π
3
π

5
3
π

2π
O 

y 

s 
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(2) 0c  のとき, 
0

sin sin2
c

nK nx nx dx  に対して, (1)と同様にnx t とおく。 

0
1 sin sin2

cn
nK t t dtn  ………② 

ここで, 十分に大きな n に対して, 2 2( 1)m cn mπ π≦ ＜ ……③を満たす正の

整数 m が存在するので,  
2 2( 1 )

0 0 0
sin sin2 sin sin2 sin sin2

m cn m
t t dt t t dt t t dt

π π
    ≦ ＜  

①②より, 1( 1)m n mmI nK m I ≦ ＜ となり, (1)から 1 5m mI I   なので,  

5 5( 1)nm nK m≦ ＜ , 5( 1)5 5 5
n

mm mKn n n n


 ≦ ＜ ………④ 

そして, ③から, 2
m c
n π

≦ かつ 1 1
2

mc m
n n nπ
  ＜ となるので,  

1
2 2
c m c

n nπ π
 ＜ ≦ , 5 5 5 5

2 2
c m c

n nπ π
 ＜ ≦  

すると, ④より, 5 5 5 5
2 2n

c cKn nπ π
 ＜ ＜ となり,  

0
5lim sin sin2 lim 2

c
n

n n
cnx nx dx K
π 

    

 
［解 説］ 

有名な定積分の計算問題です。ポイントは周期性の利用で, 積分区間を分割し, グ
ラフを参考にしながら計算を進めますが, 時間的には非常に厳しいものがあります。 
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14                                [大阪市大] 

xyz 空間の中で, 方程式 2 21 ( )2y x z  で表される図形は, 放物線を y 軸のまわりに

回転して得られる曲面である。これを S とする。また, 方程式 1
2y x  で表される

図形は, xz 平面と45度の角度で交わる平面である。これを H とする。さらに, S と H
が囲む部分を K とおくと, K は不等式 2 21 1( )2 2x z y x ≦ ≦ を満たす点 ( , , )x y z の

全体となる。このとき, 次の問いに答えよ。 
(1) K を平面 z t で切ったときの切り口が空集合でないような実数 t の範囲を求め

よ。 
(2) (1)の切り口の面積 ( )S t を t を用いて表せ。 

(3) K の体積を求めよ。 
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14                                [大阪市大] 

(1) 立体 2 21 1: ( )2 2K x z y x ≦ ≦ を平面 z t で切った

ときの切り口は,  
2 21 1( )2 2x t y x ≦ ≦ ………① 

この切り口が存在する条件は, 2 21 1( )2 2x t x ≦ を

満たす x が存在することより,  
2 2 2 1x t x ≦ , 2 22 1 0x x t   ≦ ………② 

②の解が存在するのは, 2 22 1 0x x t    ……③が実数解をもつことに対応し,  
2 24 1 ( 1) 2 0D t t     ≧  

よって, 2 2 0t  ≦ から, 2 2t ≦ ≦ となる。 
(2) 2 2t ≦ ≦ のとき, ③の解を ,x α β ( )α β≦ とおくと,  

21 2 tα    , 21 2 tβ     
そこで, ①で表される切り口の面積を ( )S t とすると,  

 2 21 1( ) ( )2 2S t x x t dx
β

α
    2 21 ( 2 1)2 x x t dx

β

α
     

  1 ( )( )2 x x dx
β

α
α β     31 1 ( )2 6 β α    321 2 212 t   

   322 23 t 
3

2 22 (2 )3 t   

(3) K の体積 V は, ( ) ( )S t S t  に注意すると,  
2

2
( )V S t dt


 

2

0
2 ( )S t dt   

2 32

0
4 23 t dt   

ここで, 2 sint θ  2 2
π πθ ≦ ≦ とおくと, 2 cosdt dθ θ となり,  

 32 2

0
4 2 2sin 2 cos3V d

π

θ θ θ   2 4

0
16 cos3 d

π

θ θ   

  22

0

1 cos216
3 2 d

π
θ θ  2 2

0
4 (1 2cos2 cos 2 )3 d

π

θ θ θ    

  2

0

1 cos44 1 2cos23 2 d
π

θθ θ   2
0

34 1sin2 sin43 2 8
π

θ θ θ       

 34
3 2 2

π π     

 
［解 説］ 

立体の体積を求める標準題です。問題文に丁寧な図形的説明がついています。 

x 

y 

1
2

21
2

t

α β
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座標平面上を運動する点P( , )x y の時刻 t における座標が 
4 5cos
5 4cos

tx t



, 3sin
5 4cos

ty t


 

であるとき, 以下の問いに答えよ。 
(1) 点 P と原点 O との距離を求めよ。 

(2) 点 P の時刻 t における速度  , dydxv dt dt


と速さ v


を求めよ。 

(3) 定積分
0 5 4cos

dt
t

π

 を求めよ。 
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15                                 [神戸大] 

(1) 時刻 t において, 点P( , )x y が 4 5cos
5 4cos

tx t



, 3sin
5 4cos

ty t


で表されるとき,  

2 2 2 2
2

1 { (4 5cos ) 9sin }
(5 4cos )

x y t t
t

   


 

   2 2
2

1 {16 40cos 25cos 9(1 cos ) }
(5 4cos )

t t t
t

    


 

   2
2

1 (16cos 40cos 25)
(5 4cos )

t t
t

  


2

2
(4cos 5) 1
(5 4cos )

t
t


 


 

よって, OP 1 である。 

(2) 2
5sin (5 4cos ) (4 5cos ) ( 4sin )

(5 4cos )
t t t tdx

dt t
     


 2

9sin
(5 4cos )

t
t




 

2
3cos (5 4cos ) 3sin ( 4sin )

(5 4cos )
t t t tdy

dt t
   


 2

3(4 5cos )
(5 4cos )

t
t





 

これより,  , dydxv dt dt


 2 2
3(4 5cos )9sin ,

(5 4cos ) (5 4cos )
tt

t t


 
となり,  

2v


   2 2 2 2
4

9 {9sin (4 5cos ) }
(5 4cos )

dydx t tdt dt t
    


 

 2
4 2

9 9(4cos 5)
(5 4cos ) (5 4cos )

t
t t

  
 

 

よって, 3
5 4cosv t




である。 

(3) 
0 5 4cos

dtI t
π


 とおくと, (2)から, 

0
1
3I v dt

π
 



となる。 

ここで, 0 t π≦ ≦ における点 P の軌跡は, 

(1)から, 中心が原点で半径 1 の円弧である。 
(2)から, x, y の増減について, 4 5cos 0α   

 34cos , sin5 5α α  を満たすα を用いる

と, 右表のようになる。 
これより, 点 P の軌跡は, 半円 2 2 1x y   

( 0 )y≧ となるので, その弧の長さが
0

1 2 12v dt
π

π π   


から,  

1
3 3I ππ    

 
［解 説］ 

パラメータ曲線に定積分の計算を絡めた問題です。意味を考えながら計算を進めて

いくと, 計算の海に溺れることはないでしょう。 

t 0 … α  … π  
dx
dt  0 －  － 0 

x 1   0   1  
dy
dt   ＋ 0 －  

y 0   1   0 
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