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積 分 法 
【問題一覧】 

（注）問題番号が，対応する解答例へのハイパーリンクになっています。



２次数学ランドマーク（積分法） 問題 

 －2－ 

１  関数 f ( )x
t

dt
x

x
=

+

+

∫ 1
12

2 1
について次の問いに答えよ。 

(1) f ( )x = 0となる x を求めよ。 
(2) ′ =f ( )x 0となる x を求めよ。 
(3) f ( )x の最大値を求めよ。                   [1998 筑波大] 

 

２  (1) f ( )x e
e

x

x=
+1

のとき, y x= f ( )の逆関数 y x= g ( )を求めよ。 

(2) (1)の f ( )x , g ( )x に対し, 次の等式が成り立つことを示せ。 

f g f f
f

f
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
x dx x dx b b a a

a

b

a

b

∫ ∫+ = −          [1998 東北大] 

 

３  2 以上の自然数 n に対して 

( )t e dt
k

e nn t n n k

k

n
2 1 2 1 2 2

1

1

0

1

2 1
2 1− − −

=

−

+
+

= −∑∫
P ( )! 

を示せ。ここで e は自然対数の底である。            [1999 東京工業大] 
 

４  (1) a b a b0 0 1 1＜ ＜, を満たす正の実数a b a b0 0 1 1, , , について, 次の不等式が

成り立つことを示せ。 
b

a
a

b
a

a
b

b
1

2

0
2

1
2

0
2

1
2

0
2

1
2

0
21 1 1 1+

+
+ +

+
+

＞  

(2) n 個の自然数 x x xn1 2, , , は互いに相異なり, 1≦ ≦x nk （1≦ ≦k n ）を満

たしているとする。このとき, 次の不等式が成り立つことを示せ。 
x

k
nk

k

n 2

2
1 1

8
5+

−
=
∑ ＞                     [1999 京都大] 

 

５  次を示せ。 

(1) log( )n
n

+ + + + +1 1 1
2

1
3

1
＜  ( , , , )n = 1 2 3   

(2) lim
logn

k

n

n k→
=
∑ =

∞

1 1 1
1

 

(3) lim
log

sin sin
n

n

n
x

x
dx y dy

→

+

∫ ∫= =
∞

1 2
1

1

0

1π π
π
           [2000 金沢大] 
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６  a＞0, t＞0 に対して定積分 dxtetaS
a x∫ −= −

0
1),( を考える。 

(1) a を固定したとき, t の関数 ),( taS の最小値 )( am を求めよ。 

(2) 20

)(lim
a

am
a→

を求めよ。                   [2001 東京工業大] 

 

７  )( tf を連続関数, x を実数として, 関数 )( xg を次のように定義する。 

∫ −=
1

0
)()( dtxtx fg  

(1) tet =)(f のとき, 関数 )( xg の増減を調べ, )( xy g= のグラフの概形を描け。た

だし, 71828.2=e は自然対数の底である。 
(2) )( tf は微分可能な単調増加関数で, その逆関数も微分可能とし, ( )2

1f=a とお

く。このとき, )( xg は ax = で最小値をとることを証明せよ。    [2001 岡山大] 

 
８  次の極限値を求めよ。 

∫ −

∞→

πn x
n

dxnxe
0

sinlim                    [2001 京都大] 

 

９  関数 3cos8cos4)( 2 +−= xxxf を考える。n , k を自然数とし 

( ) ( ) ( )
n

k
nnkn 33

2
3)( πππ fffg +++=   

とおく。ただし n≧2 とする。 
(1) n を固定する。2≦k≦3n の範囲で )()1( kk nn gg ≧− となる k をすべて求めよ。

また, k が 1≦k≦3n の範囲を動くとき, )( kng を最小とする k をすべて求めよ。 

(2) (1)における )( kng の最小値を nG とする。このとき極限値
n

Gn
n ∞→
lim を求めよ。 

[2001 大阪大]  

 

10  n を 2 以上の整数とし, ∫=
x

dtnttxI
0

sinsin)( )0( ≧x と定める。 

(1) 2=n のとき, )( xI の最大値を求めよ。 

(2) )( xI の最大値が
12 −n

n であるならば, n は偶数であることを証明せよ。 

[2002 千葉大]  
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11  次の問いに答えよ。 
(1) すべての正の実数 x, y に対して, 不等式 0loglog ≧yxyxxx +−− が成り立つこ

とを示せ。ここで log は自然対数を表す。 
(2) a, b は実数で a＜b とする。関数 )( xf と )( xg は閉区間 [ ]ba, で正の値をとる連

続関数で, ∫∫ =
b

a

b

a
dxxdxx )()( gf をみたす。このとき, 不等式 

∫∫
b

a

b

a
dxxxdxxx )(log)()(log)( gfff ≧  

が成り立つことを示せ。 
(3) a, b は実数で a＜b とする。閉区間 [ ]ba, で正の値をとる連続関数 )( xf に対し

正の実数 M を ∫−
=

b

a
dxxabM )(1 f とする。不等式 

MMdxxxab
b

a
log)(log)(1 ≧∫−

ff  

が成り立つことを示せ。                     [2002 九州大] 
 

12  n を自然数とする。 1+n 項の等差数列 nxxx ,,, 10  と等比数列 ,, 10 yy , 
ny が , 21 210 == nxxxx ＜＜＜＜  , 21 210 == nyyyy ＜＜＜＜  を満たすとし , 

)( nP , )( nQ , )( nR , )( nS を次で定める。 

n
xxxnP n+++= 21)( , n nxxxnQ 21)( =  

n
yyynR n+++

=
21)( , n nyyynS 21)( =  

このとき極限値 )(lim nP
n ∞→

, )(lim nQ
n ∞→

, )(lim nR
n ∞→

, )(lim nS
n ∞→

をそれぞれ求めよ。 

[2004 東北大]  

 

13  次の問いに答えよ。 
(1) )( xf , )( xg を連続な偶関数, m を正の整数とするとき,  

∫∫ =
ππ

00
)cos()sin()cos()sin( dxxxmdxxx

m
gfgf  

を証明せよ。 
(2) 正の整数 m, n が ππ )1( +mnm ＜≦ を満たしているとき,  

∫∫∫ +
+

+++

ππ

ππ 0 22

1

0 220 22 )cos1(
sin1

)cos1(
sin

)cos1(
sin

)1( dx
x

x
m

mdx
nx

nx
dx

x
x

m
m ≦≦  

を証明せよ。 

(3) 極限値 ∫ +∞→

1

0 22 )cos1(
sin

lim dx
nx

nx
n

を求めよ。          [2004 東京工業大] 
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14  多項式の列 )( xnf , ,2,1,0=n が, 2)(0 =xf , xx =)(1f ,  
)()()( 21 xxxx nnn −− −= fff , ,4,3,2=n  

を満たすとする。 
(1) θθ nn cos2)cos2( =f , ,2,1,0=n であることを示せ。 
(2) n≧2 のとき, 方程式 0)( =xnf の 2≦x における最大の実数解を nx とおく。こ

のとき, ∫
2

)(
nx

n dxxf の値を求めよ。 

(3) ∫∞→

22 )(lim
nx

n
n

dxxn f の値を求めよ。              [2004 名古屋大] 

 

15 x＞0 を定義域とする関数
1

)3(12)( 2

3

−

−
= x

xx

e
eexf について, 以下の問いに答えよ。 

(1) 関数 )( xy f= )0( ＞x は, 実数全体を定義域とする逆関数をもつことを示せ。す

なわち, 任意の実数 a に対して, ax =)(f となる x＞0 がただ 1 つ存在することを

示せ。 
(2) 前問(1)で定められた逆関数を )( xy g= ）＜＜ ∞∞− x( とする。このとき, 定積分

∫
27

8
)( dxxg を求めよ。                     [2006 東京大] 

 

16  以下の問いに答えよ。 
(1) 0＜x＜a を満たす実数 x, a に対し, 次を示せ。 

( )
xaxaxdtta

x xa

xa −
+

+∫
+

−

1112 ＜＜  

(2) (1)を利用して, 次を示せ。 
0.68＜ 2log ＜0.71 

ただし, 2log は 2 の自然対数とする。              [2007 東京大] 

 
17  次の問いに答えよ。ただし, n は自然数を表す。 
(1) 0≦x≦1 を満たす実数 x に対して, 不等式 ( ) n

x
n
x

n
x ≦≦ +
+

1log1 が成り立つこ

とを示せ。ただし, 対数は自然対数とする。 
(2) 次の値を求めよ。 

( )∑
=∞→

n

kn n
k

n 1

51lim  

(3) 数列 { }na を, ( )( ) ( )6

5

6

5

6

5
12111

n
n

nn
an +++=  で定めるとき, 極限値 n

n
a

∞→
lim を

求めよ。                            [2008 広島大] 
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18  )( xf を整式で表される関数とし, ∫=
x t dttex

0
)()( fg とおく。任意の実数 x に

ついて, ( ) ∫ −=−
x t dttexx

0
)(21)( gf が成り立つとする。 

(1) 1)()()2()( =−′++′′ xxxxx fff が成り立つことを示せ。 
(2) )( xf は定数または 1 次式であることを示せ。 
(3) )( xf および )( xg を求めよ。                  [2009 筑波大] 

 

19  関数 ∫
−

+=
x

x
dttx 4

4 )tan1(log)(
π

f  ( )80 π≦≦x について, 以下の問いに答え

よ。 
(1) )( xf の導関数 )( xf ′ を求めよ。 
(2) )0(f の値を求めよ。 
(3) 条件 )0(1 f=a , )(1 nn aa f=+ ),3,2,1( =n によって定まる数列 { }na の一

般項を求めよ。                         [2010 熊本大] 

 
20  (1) すべての自然数 k に対して, 次の不等式を示せ。 

kdxxk
x

k 2
11

)1(2
1 1

0
＜＜∫ +

−
+

 

(2) m＞n であるようなすべての自然数 m と n に対して, 次の不等式を示せ。 

)1)(1(2 ++
−

nm
nm ＜ ∑

+=

−
m

nk kn
m

1

1log ＜ mn
nm

2
−           [2010 東京大] 

 

21  自然数 n に対し, 
1

0

1 ( )
1

n

n
xS dxx

 


 , 
1

1

( 1)
( 1)

kn
n

k
T k k








 とおく。このとき

以下の各問いに答えよ。 

(1) 次の不等式を示せ。 
1

0
1 1

1 1nS dxx n
  ≦  

(2) 2n nT S を n を用いて表せ。 
(3) 極限値 lim n

n
T


を求めよ。                 [2011 東京医科歯科大] 
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22  n を正の整数とする。数列 ka を 

1
1

( 1)a n n


, 1
1

1
1

k
k i

i

na ak n k


 
    ( 1, 2, 3, )k    

によって定める。 
(1) 2a および 3a を求めよ。 
(2) 一般項 ka を求めよ。 

(3) 
1

n
n k

k
b a



 とおくとき, lim log2n
n

b


 を示せ。       [2012 東京工業大] 

 

23  微分可能な関数 ( )xf が, すべての実数 x, y に対して 
( ) ( ) ( ) sin sinx y x y x y  f f f  

を満たし, さらに (0 ) 0 f を満たすとする。次の問いに答えよ。 
(1) (0 )f を求めよ。 
(2) 関数 ( )xf の導関数 ( )xf を求めよ。 

(3) 定積分 3

0 ( )
dx

x

π

 f
を求めよ。                  [2013 新潟大] 

 

24  n, m を 0 以上の整数とし, 2
,

0
cos sinn m

n mI d
π

θ θ θ  とおく。このとき, 以下

の問いに答えよ。 
(1) n≧2 のとき, ,n mI を 2, 2n mI   を使って表せ。 

(2) 次の式 
1

2 1, 2 1
0

1 (1 )2
n m

n mI x x dx    を示せ。 

(3) 次の式  0 1C C C! ! ( 1)( 1)! 1 2 1
mm m m mn m

n m n n n m    
     

 を示せ。ただし

0! 1 とする。                         [2014 千葉大] 
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25  自然数 n に対して, 
2 2 11

20

( )
1

n

n
x xa dx

x

 


 とおく。このとき, 次の問いに

答えよ。 

(1) 自然数 n に対して, 不等式 
1 2

20
1

2 31
n

x dx a nx


 ≦ が成り立つことを示せ。 

(2) 定積分
1 2

20 1
x dx

x を求めよ。 

(3) 自然数 n に対して, 
1

1

( 1)
2 1

kn
n

k
a k








 となることを示せ。 

(4) 極限値
1

1

( 1)lim 2 1
kn

n k k


 


 を求めよ。               [2014 新潟大] 

 
26  n を正の整数とする。以下の問いに答えよ。 
(1) 関数 ( )xg を次のように定める。 

cos( ) 1( ) 2
xx π 

g ( 1 )x ≦ のとき , ( ) 0x g ( 1 )x ＞ のとき  

( )xf を連続な関数とし , p, q を実数とする。 1x n≦ を満たす x に対して

( )p x q≦ ≦f が成り立つとき, 次の不等式を示せ。 
1

1
( ) ( )p n nx x dx q

≦ ≦g f  

(2) 関数 ( )h x を次のように定める。 

( ) sin( )2h x xπ π ( 1 )x ≦ のとき , ( ) 0h x  ( 1 )x ＞ のとき  

このとき, 次の極限を求めよ。 
1

2 1

1
lim ( )log(1 )x
n

n h nx e dx

 
               [2015 東京大] 

 

27 0a  に対し, 関数 ( )xf が,  ( ) ( )sin2
a x

a
ex t t dta



 f f を満たすとする。 

(1) ( )xf を求めよ。 

(2) 0 2a π＜ ≦ において, ( ) ( )sin
a

a
a t tdt


 g f の最小値とそのときの a の値を求

めよ。                            [2016 北海道大] 
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28  連続関数 ( )xf と定数 a が次の関係式を満たしているとする。 

   
1 1

3

0 0 0
( ) 4 (1 3 ) ( ) ( )

x x u

x u
t dt ax a x t dt du t dt du        f f f  

このとき以下の各問いに答えよ。 
(1) a と (0 ) (1)f f の値を求めよ。 
(2) 2( ) ( )xx e xg f とおくとき, ( )xg の導関数 ( )xg を求めよ。ここで e は自然対

数の底を表す。 
(3) ( )xf を求めよ。                    [2017 東京医科歯科大] 

 
29  自然数 n に対して, 関数 ( )n xf を 

3
2

0

1( ) ( ) (1 )
1

n
k

n
k

x x x
x x 

   
 

f  

と定める。ただし, 3( ) kx は 0k  のとき 1 とする。次の問いに答えよ。 

(1) 
3 31

2( ) ( 1)
1

nn
n

xx
x x


 

 
f を示せ。 

(2) 
1

0
4( ) 3(3 4 )n x dx n ≦f を示せ。 

(3) 無限級数  
0

1 1( 1) 3 1 3 2
k

k k k



 

  の和を求めよ。       [2018 新潟大] 

 
30  以下の問いに答えよ。ただし, log は自然対数, e はその底とする。 

(1) b を実数とする。関数 
2 2

2 2
2( )

1

t xb

x
xx e dt e

x
 

 
f は単調に減少することを

示せ。 
(2) a b≦ を満たす正の実数 a, b に対し, 不等式 

2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 ( )

1 1

a b t ab

a
a be e e dt e b a

a b
   

 
  ≦ ≦  

が成り立つことを示せ。 

(3) 数列 { }nI を次のように定める。

22
2

1

nt
nI e dt


   ( 1, 2, 3, )n    

このとき極限 1lim log n
n

In
を求めよ。ただし, 1lim log( 1) 0

n
nn
  を用いてもよ

い。                             [2019 大阪大] 
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31  xy 平面において, x, y がともに整数であるとき, 点 ( , )x y を格子点とよぶ。2 以

上の整数 n に対し,  

0 x n  ,  1 2 1
ny x

n    

をみたす格子点 ( , )x y の個数を ( )P n で表す。以下の問いに答えよ。 

(1) 不等式      
1 1

2 2
1 1

log 1 1 ( ) log 1
n n

k k

k kn P n nn n
 

 
   ≦ ＜ を示せ。 

(2) 極限値 2
( )lim

n

P n
n

を求めよ。 

(3) (2)で求めた極限値を L とする。不等式 2
( ) 1

2
P nL nn

  を示せ。  [2020 熊本大] 

 
32  n を自然数とし, t を 1t≧ を満たす実数とする。 

(1) x t≧ のとき, 不等式 
2( ) 1log log ( ) 02

x t x t x tt


   ≦ ≦ が成り立つことを示

せ。 

(2) 不等式 
1

3 2
1 1 1log log 0

6 2

t n

t
x dx tnn tn


  ≦ ≦ が成り立つことを示せ。 

(3)  
1

0
log 1

n
n

k

ka n



  とおく。 lim( )n

n
a pn q


  を満たすような実数 p, q の値を

求めよ。                            [2021 大阪大] 

 
33  p は正の実数とする。関数 ( )xf は, すべての実数 x について ( ) ( )x p x f f

を満たし, 0 x p≦ ≦ において, ( ) 2 2
p px x  f であるとする。また,  

( 1 )
( )

pk
x

k
p k

I e x dx


  f  ( 1, 2, 3, )k    

とおく。このとき, 以下の問いに答えよ。 
(1) 1I を求めよ。 

(2) 
1

kI
I を求めよ。 

(3) n は自然数とする。
0

lim ( )
pn

x
n

e x dx

 f を求めよ。        [2022 信州大] 
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34  次の問いに答えよ。 
(1) a, b は実数とし, ( )xf は a, b が属する開区間で定義された関数とする。 ( )xf が

連続な第 2 次導関数 ( )xf をもつとき, 次の等式を証明せよ。 

( )( ) ( ) ( )( ( ) ( ) ) 2 ( )
b b

a a
b x x a x dx b a a b x dx      f f f f  

(2) t を正の実数とする。次の不等式を証明せよ。 

 
1 1 1 1 10 log ( log log( 1))2 8 1

t

t
x dx t t t t


   

≦ ≦  

(3) 次で定まる数列 { }na に対し, 極限値 lim log
n

n

a
n
を求めよ。 

log( !) logna n n n n    ( 1, 2, 3, )n          [2023 大阪公立大] 

 

35  (1) 正の整数 k に対し, 
( 1 )

2sin( )
k

k
k

A x dx
π

π


  とおく。次の不等式が成り

立つことを示せ。 
1 1

( 1)
kA

k kπ π
≦ ≦  

(2) 正の整数 n に対し, 
2

21 sin( )
n

n
n

B x dx
n

π

π
  とおく。極限 lim n

n
B


を求めよ。 

[2023 東京大]  

 
36  ( )xf を連続関数とするとき, 次の各問いに答えよ。 

(1) 次の等式を示せ。 2 2

0 0
( sin2 )sin (sin2 )cosx x dx x x dx

π π

 f f  

(2) 次の等式を示せ。 
12 2

0 1
( sin2 )( sin cos ) (1 )x x x dx t dt

π


   f f  

(3) 次の定積分の値を求めよ。 2

0
sin

1 sin2
x dx

x

π

       [2024 東京医科歯科大] 
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37  関数  2( ) log 1x x x  f に対し, 次の問いに答えよ。 
(1) 曲線 ( )y x f は 0x  で上に凸であることを示せ。 

(2) すべての 0x ≧ に対し, 不等式
2

( )
1

x x x
x

f≦ ≦ が成り立つことを示せ。 

(3) 定積分
3
4

0
( )x dx f の値 S を求めよ。 

(4) 曲線 ( )y x f 上の点で, x 座標が 3
4 であるものを A とする。また, A における曲

線 ( )y x f の接線を l とする。l と直線 y x の交点を B とする。点O(0, 0) , A, 

B と点  3C , 04 を頂点にもつ四角形 ABOC の面積 T を求めよ。 

(5) (1)～(4)を利用して, log2の小数第 1 位の数字を求めよ。      [2024 広島大] 

 
 



 

 －13－ 

 
 
 
 
 

積 分 法 
【解答例と解説】 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

（注）問題番号が，対応する問題ページへのハイパーリンクになっています。 
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１                               [1998 筑波大] 
(1) g ( )t

t
=

+
1

12 とおくと, つねに g ( )t ＞0より,  

2 1 1x x x+ −＞ ＞( )のとき, f ( )x ＞0  
2 1 1x x x+ −＜ ＜( )のとき, f ( )x ＜0  
よって, f ( )x = 0となるのは, 2 1x x+ = のときだけである。 

すなわち, x = −1  
(2) ′ = + ⋅ + ′ − =

+ +
−

+
f g g( ) ( ) ( ) ( )

( )
x x x x

x x
2 1 2 1 2

2 1 1
1

12 2  

=
+ +

−
+

=
− +

+ + +
1

2 2 1
1

1
2

2 2 1 12 2 2 2x x x
x x

x x x
( )

( )( )
 

′ =f ( )x 0とすると, x x( )+ =2 0 から x = −0 2,  
(3) (1)より, f ( )x の最大値は x＞ −1に存在

するので, x＞ −1における f ( )x の値の増

減を調べると, 右表のようになる。 

すると , 最大値は f ( )0 1
120

1
=

+∫ t
dt と

なり, ここで ( )t = −tanθ π θ π
2 2＜ ＜ とおくと,  

f ( )
tan cos

0 1
1

1
42 20

4
0
4=

+
⋅ = =∫ ∫θ θ

θ θ π
π π

d d  

 
［解 説］ 

 逆三角関数は高校数学の範囲外なので, 直接的な積分計算を回避して, 設問に答え

ていきます。この考え方が採用できたかどうかで, 本問の出来は決まります。 
 

x −1  … 0 … ∞ 
′f ( )x   ＋ 0 －  
f ( )x  0       
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２                               [1998 東北大] 
(1) y x= f ( )を同値変形すると, x y= g ( )となることより,  

y e
e e

x

x x=
+

= −
+1

1 1
1
から, ( )( )e yx + − =1 1 1  

e y
y

y x y
y

x = − +
−

=
−

=
−

1 1
1 1 1, log  

よって, g ( ) logy y
y=

−1 となり, g ( ) logx x
x=

−1  

(2) x t= f ( ) とおくと dx t dt= ′f ( ) , また x a= f ( ) のとき t a= , x b= f ( ) のとき

t b= となる。 
さらに, y x= f ( )の逆関数が y x= g ( )から, ( )g f ( )x x=  

( )g g f f tf xf
f

f
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
x dx t t dt t dt x dx

a

b

a

b

a

b

a

b

∫ ∫ ∫ ∫= ′ = ′ = ′  

よって, f g
f

f
( ) ( )

( )

( )
x dx x dx

a

b

a

b

∫ ∫+  

  = + ′∫ ∫f f( ) ( )x dx x x dx
a

b

a

b
 

  { }= + ′∫ f f( ) ( )x x x dx
a

b
 

  ( )= ′∫ x x dx
a

b
f ( )  

  [ ]= x x a
b

f ( ) = −b b a af f( ) ( )  

 
［解 説］ 

 (2)の証明は, まず右上の図で考えました。この位置関係では面積を考えると与式の

成立は明らかなのですが, これでは証明とは言えません。積分の第 2 項の積分区間を

[ ]a b, に変更することから, 置換の式をみつけました。 

 

x b a 

y 

O 

( )af
( )bf
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３                             [1999 東京工業大] 

 I t e dtn
n t= ∫0

1
とおくと, 部分積分により, 

[ ]I t e n t e dt e nIn
n t n t

n= − = −−
−∫0

1 1
1

0

1
………① 

 また, 2 1 2 2

1

1

1

1

1

1

2 1
2 1

2 1 2 1
2 1 2

2 1
n n k

k

n

k

n

k

n

k
n

k k
n k

k
− −

=

−

=

−

=

−

+
= −

+ −
= −

+∑ ∑ ∑P ( )!
( )( )!

( )!
( )!

 

      ( )= − −
+

=

−

∑( )! ( )! ( )!2 1 1
2

1
2 11

1
n k kk

n
………② 

 証明すべき式 ( )t e dt
k

e nn t n n k

k

n
2 1 2 1 2 2

1

1

0

1

2 1
2 1− − −

=

−

+
+

= −∑∫
P ( )!……(＊)は, ②より,  

(＊) ⇔ ( )I
n e k k

n

k

n
2 1

1

1

2 1
1

2
1

2 1 1−

=

−

−
+ −

+
=∑( )! ( )! ( )! ………③ 

 さらに, I
n

Jn
n

2 1
2 1

−

−
=

( )!
とおくと,  

③ ⇔ ( )J e
k kn

k

n
= +

+
−

=

−

∑1 1
2 1

1
21

1

( )! ( )!
………④ 

 ここで, ①から,  

J I
n

e n I
n

e
n

I
nn

n n n
+

+=
+

= − +
+

=
+

−1
2 1 2 2

2 1
2 1
2 1 2 1 2( )!

( )
( )! ( )! ( )!

 

 =
+

−
−

=
+

− +
−

− −e
n

e n I
n

e
n

e
n

I
n

n n
( )! ( )! ( )! ( )! ( )!2 1

2
2 2 1 2 2 1

2 1 2 1  

 ( )= +
+

−J e n nn
1

2 1
1

2( )! ( )!  

 n≧2 で, ( )J J e
k kn

k

n
= +

+
−

=

−

∑1
1

1
1

2 1
1

2( )! ( )!
 

 ここで, [ ]J I te dt te e dt e et t t
1 1 0

1

0

1

0

1
1 1= = = − = − − =∫∫ ( )  

 よって, n≧2 で④は成立するので, (＊)は成立する。 
 
［解 説］ 

最初は③式を数学的帰納法で証明しました。しかし②式を眺めていると, 直接的な

証明が可能ではないかと思えてきました。それで考え直して書いたのが上の解です。 
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４                               [1999 京都大] 

(1) b
a

a
b

a
a

b
b

b a
a

b a
b

1
2

0
2

1
2

0
2

1
2

0
2

1
2

0
2

1
2

1
2

0
2

1
2

1
2

0
21 1 1 1 1 1+

+
+

−
+

−
+

= −
+

− −
+

 

                  =
− −

+ +

( )( )
( )( )

b a b a
a b

1
2

1
2

0
2

0
2

0
2

0
21 1

 

0 00 0 1 1＜ ＜ ＜ ＜a b a b, より, b
a

a
b

a
a

b
b

1
2

0
2

1
2

0
2

1
2

0
2

1
2

0
21 1 1 1+

+
+ +

+
+

＞  

(2) まず, 1≦ ＜ ≦i j n とし, x y x y x y k i k ji j j i k k= = = ≠ ≠, , ( , ) とすると, 条
件より, { } { } { }x x x y y y nn n1 2 1 2 1 2, , , , , , , , ,  = =  

さらに x xi j＞ のとき, (1)より 

x
i

x
j

x
i

x
j

y
i

y
j

i j j i i j
2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

21 1 1 1 1 1+
+

+ +
+

+
=

+
+

+
＞  

すると, S x
k

y
k

n
k

k

n
k

k

n
=

+ += =
∑ ∑

2

2
1

2

2
11 1

＞ となり, 同様にして1≦ ＜ ≦p q nで x xp q＞ の

ときは, x pの値と xq の値を交換していくと, Sn の値は減少していく。よって, Sn

の値が最小となるのは x x xn1 2＜ ＜ ＜ , すなわち x kk = のときである。 

以上より, ( )S k
k k

n
k

n
k

n

k

n

k

n
≧

2

2
1

2
1

2
11

1 1
1

1
1+

= −
+

= −
+= = =

∑ ∑ ∑ ………① 

さて, f ( )x
x

=
+

1
12 とすると, x＞0 で 

′ = −
+

f ( )
( )

x x
x

2
1

02 2 ＜ となり, f ( )x は 

単調に減少する。 
右図において, 面積を比較して,  

1
12

1 kk

n

+=
∑ = =

+=
∑ ∫ ∫f f( ) ( )k x dx

x
dx

k

n n n

1
0 20

1
1

＜ ………② 

( )x = −tanθ π θ π
2 2＜ ＜ とおき, ( )n = tanα α π0 2＜ ＜ とすると,  

1
1

1
1

1
2

3 2
2

8
520 20 2 0x

dx d d
n

+
=

+
⋅ = = =∫ ∫ ∫tan cos

.
θ θ

θ θ α πα α
＜ ＜ ………③ 

①②③より, S nn＞ − 8
5

, すなわち
x

k
nk

k

n 2

2
1 1

8
5+

−
=
∑ ＞  

 
［解 説］ 

 (2)の前半は, わかっているのにそれを表現するのが難しく, もどかしく感じてしま

います。87 年に東大・理で同じ考え方をする問題が出ています。 

O 1 2 n 

1 
y 

x 

( )y x f
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５                               [2000 金沢大] 

(1) f ( )x
x

=
1 ( )x＞0 とすると, f ( )x は減少関数より,  

1 1
2

1
3

1 1
1

1

1

1
+ + + + =

+ +

∫ ∫

n
x dx

x
dx

n n
＞ f ( )  

        [ ]= = ++log log( )x nn
1

1 1 ………① 

(2) (1)と同様にして, 1
2

1
3

1
1

+ + + =∫

n
x dx n

n
＜ f ( ) log  

1 1
2

1
3

1 1+ + + + +

n
n＜ log ………② 

①②より, log( ) logn
k

n
k

n
+ +

=
∑1 1 1

1
＜ ＜  

log( )
log log log

n
n n k nk

n+ +
=
∑1 1 1 1 1

1
＜ ＜ ………③ 

さてn → ∞ のとき, 
( )log( )

log
log( ) log

log

log

log
n

n
n n

n
n

n
+ − = + − =

+
→1 1 1 1 1

0から,  

lim log( )
logn

n
n→

+ =
∞

1 1  

また, ( )lim
logn n→

+ =
∞

1 1 1となるので, ③より lim
logn

k

n

n k→
=
∑ =

∞

1 1 1
1

 

(3) まず, 
1

1 1

1

n

k

k

k

nx
x

dx x
x

dx
+ +

=
∫ ∫∑=

sin sinπ π
………④ 

k x k≦ ≦ +1において, 
sin sin sinπ π πx
k

x
x

x
k+1

≦ ≦ より,  

1
1

11 1 1

k
x dx x

x
dx

k
x dx

k

k

k

k

k

k

+

+ + +

∫ ∫ ∫sin sin sinπ π π≦ ≦ ………⑤ 

ここで, y x k= − とおくと,  

sin sin ( ) sin sinπ π π πx dx y k dy y dy y dy
k

k+

∫ ∫ ∫ ∫= + = =
1

0

1

0

1

0

1
 

       [ ]= − =
1 2

0
1

π
π

π
cos y  

そこで⑤において, k = 1からk n= まで各辺の和をとると,  
2 1

1
2 1

1

1

1 1π
π

πk
x

x
dx

kk

n

k

k

k

n

k

n

+=

+

= =
∑ ∫∑ ∑≦ ≦

sin  

④より, 2 1
1

2 1
1

1

1

1π
π

πk
x

x
dx

kk

n n

k

n

+=

+

=
∑ ∫ ∑≦ ≦

sin  

 

x O 

y 

1 2 3 n 

x O 

y 

1 2 3 n 
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2 1 1
1

1 2 1 1
1

1

1

1π
π

π
⋅

+
⋅

=

+

=
∑ ∫ ∑log log

sin
logn k n

x
x

dx
n kk

n n

k

n
≦ ≦ ………⑥ 

(2)より, lim
logn

k

n

n k→
=

⋅ =∑
∞

2 1 1 2
1π π

 

( )lim
log

lim
logn

k

n

n
k

n

n k n k n→
=

→
=

⋅
+

= − +
+

=∑ ∑
∞ ∞

2 1 1
1

2 1 1 1 1
1

2
1 1π π π

 

したがって⑥より, lim
log

sin sin
n

n

n
x

x
dx y dy

→

+

∫ ∫= =
∞

1 2
1

1

0

1π π
π

 

 
［解 説］ 

 金沢大・理系の入試問題には, よく練られた難問が 1 題出題されますが, 今年は本

問がそれに当たります。(3)で(2)の極限値をどのように使うかということを考えてい

ると, 謎解きの楽しみが味わえます。 
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６                             [2001 東京工業大] 

(1) (i) 11 ≧t )10( ≦＜t のとき 

( ) [ ]axa x xtedxtetaS 00
11),( +=−−= −−∫ 　

　
　
　  

    
t
ae a +−= − 1  

(ii) 11＜≦ te a− )1( aet ≦＜ のとき 

te x 1=− の解は, tx log= より,  

( ) ( )dxtedxtetaS
a

t
xt x ∫∫ −−+−= −−

log

log

0
11),( 　

　
　
　

　
　

　
　  

    [ ] [ ]a
t

xtx xtexte log
log
0

11 ++−−= −− 12log2 ++−+−= −aet
att  

(iii) aet
−＜1 )( aet＞ のとき 

( )dxtetaS
a x∫ −= −

0
1),( 　

　
　
　 t

ae a −+−= − 1  

すると, 10 ≦＜t のとき 0),(
2 ＜t
a

dt
tadS

−= となり, ),( taS は単調に減少し, 

aet＞ のとき 0),(
2 ＞t
a

dt
tadS

= となり, ),( taS は単調に増加する。 

また, aet ≦＜1 のとき 2222
log222log2),(

t
at

t
a

t
t

tdt
tadS −

=−−−= となる。こ

のとき 0),(
=dt

tadS
の解は, 2

a
et = であ

り, ),( taS の増減は右表のようになる。 
さらに , ),( taS は aett == ,1 にお

いて連続なので, 2
a

et = で最小値をとり,  

( ) 12,)( 22 ++−== −− a
aa

eeeaSam  

(2) (1)より, ( )22

02
2

020
1lim12lim)(lim a

e
a

ee
a

am
a

a

a
a

aa
−=++−=

−

→

−−

→→
 

ここで, ba =− 2 とおくと, 0→a のとき 0→b となり,  

( ) 4
11lim4

1)(lim 2

020
=−=

→→ b
e

a
am b

ba
 

 
［解 説］ 

積分計算についての理解を問う問題です。(2)の極限は e の定義を適用するものです。 

t 1 … 2
a

e  … ae  

dt
tadS ),(   － 0 ＋  

),( taS         

1 

O x 

y 

ae

log t a 

1
t
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